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REFACE 


高 等 数学 是 高 等 学 校 的 一 门 重要 基础 课程 ,更 是 理工 科学 生 接 受 高 等 教育 不 可 或 缺 的 
一 部 分 .已 获得 公众 认 知 的 是 : 高 等 数学 不 仅 为 理工 科学 生 学 习 后 续 专 业 课程 提供 所 必需 
的 数学 知识 ,而 且 为 工程 技术 人 员 处 理科 学 问题 提供 必要 的 理论 依据 . 高 等 数学 不 仅仅 是 一 
门 科学 ,更 重要 的 是 , 它 通 过 分 析 、 归 纳 、 推 理 等 各 项 数学 素养 的 训练 ,能 够 使 学 生 具 备 理性 
思维 能 力 、. 迎 辑 推理 能 力 以 及 综合 判断 能 力 . 

为 了 适应 高 等 教育 的 发 展 ,顺利 完成 精英 化 教育 向 大 众 化 教育 的 转型 ,本 着 “以 人 为 本 、 
因材施教 ,夯实 基础 、 创 新 应 用 ?的 指导 思想 ,大 连 民 族 大 学 理学 院 组 织 了 具有 丰富 教学 经 验 
的 一 线 教师 编写 本 教材 . 

本 书 以 教育 部 高 等 学 校 大 学 数学 课程 教学 指导 分 委员 会 制定 的 “工科 类 本 科 数 学 基础 
课程 教学 基本 要 求 ” 为 依据 ,在 知识 点 的 覆盖 面 与 “基本 要 求 ” 相 一 致 的 基础 上 ,对 课程 内 容 
体系 进行 了 整体 优化 ,强化 了 高 等 数学 与 后 续 专 业 课程 的 联系 ,使 之 更 侧重 于 培养 学 生 的 基 
础 能 力 和 应 用 能 力 ,以 适应 培养 应 用 型 .复合 型 本 科 人 才 的 培养 目标 . 与 传统 教材 相 比 ,我 们 
在 编写 时 特别 注意 了 以 下 三 个 方面 : 

1. 在 知识 体系 的 编排 上 ,突出 基础 的 重要 地 位 . 对 教材 的 内 容 进 行 了 适当 的 优化 和 调 
整 ,减少 课程 内 容 的 重复 讲授 . 例如 ,在 传统 教材 中 ,函数 和 数列 极限 是 几乎 被 忽略 的 内 容 ， 
只 用 很 少 的 篇 幅 进行 介绍 ,并 且 在 授课 时 也 只 是 泛泛 讲解 ,这 对 学 生 学 习 高 等 数学 是 非常 不 
利 的 .一 方面 ,函数 是 微 积分 的 研究 对 象 ,极限 是 微 积 分 的 研究 工具 ,淡化 了 这 些 基 础 内 容 ， 
不 利于 学 生 完 成 从 初等 数学 到 高 等 数学 的 思维 方式 的 跨越 ; 另 一 方面 ,学 生 从 高 考 结束 到 
进入 大 学 学 习 , 空 闲 了 至 少 2 个 月 的 时 间 , 淡 化 了 这 些 内 容 ,对 学 生 学 习 后 续 的 内 容 影 响 很 
大 . 本 书 中 ,我 们 将 函数 和 数列 极限 分 别 作 为 一 章 讲 述 ,将 定 积分 及 定 积分 的 应 用 合并 成 一 
章 . 由 于 定 积分 在 物理 方面 的 应 用 与 大 学 物理 课程 的 内 容重 复 , 故 将 其 删 去 . 为 了 便于 学 生 
学 习 和 掌握 ,将 常 微分 方程 一 章 中 的 所 有 应 用 题 放 到 单独 一 节 讲 授 . 

2. 在 课程 内 容 的 编写 上 ,注重 知识 点 的 使 用 方法 和 技巧 . 在 给 出 重要 的 定义 和 定理 时 ， 
对 其 进行 必要 的 说 明 ,指出 了 在 使 用 定义 和 定理 解决 相关 问题 时 的 误区 ,列举 了 一 些 典型 反 
例 ; 对 典型 例题 进行 先 分 析 提 示 ,再 引导 求解 ,逐步 使 学 生 在 学 习 “ 规 则 ?时 ,能 够 正确 理解 
并 合理 使 用 这 些 “ 规 则 ”, 做 题 时 有 理 可 依 、 有 据 可 查 . 

3. 在 例题 习题 的 选 配 上 ,注重 不 同 的 层次 和 类 别 . 为 了 满足 不 同 专业 、 不 同 层次 学 生 
的 需求 ,将 例题 分 为 三 个 层次 . 第 一 层次 注重 的 是 定义 和 定理 ,使 学 生 能 够 正确 合理 使 用 这 
些 知识 点 解决 一 些 基 本 问题 ; 第 二 层次 注重 的 是 数学 的 方法 和 技巧 ,使 学 生 能 够 灵活 运用 
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这 些 知 识 点 解决 一 些 相 对 复杂 的 问题 ,培养 学 生 的 逻辑 推理 和 计算 能 力 ; 第 三 层次 注重 的 
是 应 用 ,使 学 生 能 够 综合 运用 所 学 的 知识 解决 一 些 较 为 困难 的 问题 ,从 而 提高 学 生 的 数学 素 
质 . 此 外 ,对 于 同一 类 型 题 ,我 们 选 配 了 多 个 例题 ,教师 可 以 有 选择 地 讲授 ,其 余 的 学 生 可 以 
自学 . 将 习题 分 为 A 和 B 两 类 ,学 生 通过 学 习 第 一 、 第 二 层次 的 例题 便 可 以 解决 A 类 题 中 的 
习题 ,而 也 类 题 的 内 容 相 对 复杂 ,求解 较为 困难 ,主要 是 为 了 满足 部 分 专业 和 部 分 考研 的 学 
生 对 高 等 数学 的 实际 需求 . 

本 书 在 编写 过 程 中 ,各 位 参与 编写 的 教师 能 够 统一 思想 、 团 结 协作 ,历经 了 充分 调研 、 反 
复 论 证 ,独立 撰写 ,相互 审阅 、 及 时 修补 等 环节 ,使 本 书 从 初稿 . 统 稿 到 定稿 能 够 分 阶段 顺利 
完成 . 其 中 , 谢 从 波 编写 两 章 ; 焦 佳 编写 三 章 ; 董 丽 编写 四 章 ; 张 文 正 编 写 三 章 ; 楚 振 艳 编 
写 一 章 . 谢 丛 波 为 本 书 绘制 了 图 形 . 最 后 由 圳 学 刚 和 张 友 负责 全 书 的 统 稿 及 修改 定稿 ,并 对 
各 个 章节 及 课 后 习题 进行 了 适当 的 修改 . 

本 书 的 顺利 出 版 , 离 不 开 大 连 民族 大 学 各 级 领导 的 关心 和 支持 ,在 此 表示 感谢 . 还 要 特 
别 感谢 清华 大 学 出 版 社 的 刘 颖 编审 ,他 对 本 书 的 初稿 进行 了 认真 的 审阅 ,给 予 了 具体 的 指 
导 ,提出 了 宝贵 的 建议 .本 书 在 编写 过 程 中 ,参阅 了 大 量 的 国内 外 各 种 版 本 的 同类 教材 ,并 借 
鉴 了 这 些 教 材 的 一 些 经 典 例题 和 习题 ,由 于 难以 一 一 列举 出 处 , 深 感 鞭 次 ,只 能 在 此 一 并 表 
示 由 圳 的 谢意 . 

尽管 我 们 投入 了 大 量 的 精力 ,但 由 于 水 平 有 限 , 书 中 还 会 存在 某 些 不 足 或 错误 ,恳请 广 
大 同行 .读者 批评 指导 ,以 期 进一步 修正 和 完善 . 
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2017 年 11 月 
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第 C17 章 
向 量 代 数 与 空间 解析 几何 


Vector algebra and analytic geometry in space 


解析 几何 的 基本 思想 是 用 代数 的 方法 研究 几何 问题 ,将 几何 方法 和 代数 方法 结合 起 来 ， 
实现 了 形 与 数 的 统一 . 解析 几何 知识 体系 的 创立 ,是 数学 发 展 史上 的 一 次 突破 . 作为 研究 多 
元 函数 微 积分 的 基础 ,本 章 介绍 向 量 代数 和 空间 解析 几何 的 相关 内 容 . 通过 引入 空间 直角 坐 
标 系 ,将 向 量 及 其 相关 运算 进行 了 坐标 定位 ; 在 此 基础 上 ,介绍 如 何 用 方程 (组 ) 表 示 空 间 中 
的 平面 直线、 曲面 和 曲线 ; 最 后 讨论 几 类 常见 的 空间 曲面 的 方程 及 其 典型 特征 . 


(QJ 空间 直角 华 标 系 和 向 量 


Rectangular coordinate system in space and vectors 


在 平面 解析 几何 中 ,通过 建立 平面 直角 坐标 系 , 使 得 平面 内 的 点 与 二 元 有 序数 组 (z,y) 
有 了 一 一 对 应 关系 . 类似 地 ,空间 中 的 点 也 可 以 通过 建立 空间 直角 坐标 系 与 三 元 有 序数 组 
(Cryz) 实 现 一 一 对 应 关系 ,从 而 可 以 使 用 并 发 展 代数 的 方法 研究 空间 中 的 几何 问题 . 本 节 
主要 介绍 与 空间 解析 几何 及 向 量 内 容 相关 的 一 些 基本 概念 ,包括 空间 直角 坐标 系 、 空 间 中 两 
点 间 的 距离 .向量 及 其 相关 运算 . 


1.1.1 空间 直角 坐标 系 及 空间 中 两 点 间 的 距离 


1. 空间 直角 坐标 系 


在 空间 中 取 一 个 定点 0, 过 O 点 作 相 互 垂直 的 三 条 数 轴 . 这 三 条 数 轴 依 次 被 指定 为 x 
轴 ( 横 轴 ) 、y 轴 ( 纵 轴 )、= 轴 ( 竖 轴 ) ,并 且 规 定 这 三 个 轴 正 向 的 顺序 满足 右手 法 则 , 即 以 右手 


握 住 > 轴 , 当 右手 4 个 手指 从 工 轴 正 向 以 到 的 角度 转向 y 轴 正 向 时 ,大 拇指 的 指向 就 是 = 轴 


的 正 向 ,如 图 1.1 所 示 . 如 此 确定 的 坐标 系 称 为 空间 直角 坐标 系 (rectangular coordinate sys- 
tem in space) 或 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 (Cartesian rectangular coordinate system). 

按 右手 法 则 建立 的 坐标 系 称 为 右手 系 ,点 O 称 为 坐标 原点 ; x 轴 、y 轴 、x 轴 称 为 坐标 
轴 ; 这 三 条 坐标 轴 中 的 每 两 条 坐标 轴 所 确定 的 平面 称 为 坐标 面 , 依 次 为 zOy 坐标 面 、yOxz 
坐标 面 、zOx 坐标 面 . 三 个 坐标 面 把 空间 分 成 8 个 部 分 ,每 一 部 分 称 为 一 个 卦 限 , 共 8 个 卦 
限 ,如 图 1. 2 所 示 , 其 中 由 工 轴 、y 轴 、x 轴 正 向 张 成 的 卦 限 称 为 第 一 卦 限 , 记 作 工 ,以 此 作为 
参照 ,第 1 、[ 、 开 V 卦 限 在 zOy 坐标 面 上 方 ; 第 V 、W 、 焉 、 旭 卦 限 在 zOy 坐标 面 下 方 . 由 


CD 向 量 代数 与 空间 解析 几何 
Vector algebra and analytic geometry in space 


三 条 坐标 轴 张 成 的 卦 限 与 坐标 轴 方 向 的 对 应 关系 见 表 1. 1. 


卦 限 亚 I 焉 NV V 区 区 WW 

工 轴 正 半 轴 | 负 半 轴 | 负 半 轴 | 正 半 轴 | 正 半 轴 | 负 半 轴 | 负 半 轴 | 正 半 轴 
2 轴 正 半 轴 | 正 半 轴 | 负 半 轴 | 负 半 轴 | 正 半 轴 | 正 半 轴 | 负 半 轴 | 负 半 轴 
z 轴 正 半 轴 | 正 半 轴 | 正 半 轴 | 正 半 轴 | 负 半 轴 | 负 半 轴 | 负 半 轴 | 负 半 轴 
各 村 将 导 上 十 5 在 5 二 六 一 5 二 5 二 洲 一 5 一 s 和 中 开本 5 一 4 和 丰 革 二 5 二 5 二 了 二 1 让 计 六 一 5 二 一 林寺 4 一 i 一 》 


下 面 建立 空间 中 任意 一 点 与 空间 直角 坐标 系 的 一 一 对 应 关系 . 

设 P 为 空间 中 的 任意 一 点 ,过 点 P 分 别 作 垂直 于 三 条 坐标 轴 的 
平面 ,与 三 条 坐标 轴 分 别 相 交 于 A,B,C 三 点 ,如 图 1. 3 所 示 . 这 三 
个 点 在 z+ 轴 、y 轴 、z 轴 上 的 坐标 分 别 为 x,y,z, 于 是 空间 中 任意 的 
点 P 卫 都 可 以 找到 唯一 的 一 个 三 元 有 序数 组 (x,y,x) 与 之 对 应 . 反之 ， 
对 任意 一 个 三 元 有 序数 组 (zy,z) ,都 可 以 分 别 在 z 轴 、y 轴 、< 轴 上 
找到 坐标 为 xz,y,z 的 三 个 点 A ,B,C, 过 三 个 点 分 别 作 垂直 于 xz 轴 、 
y 轴 、x 轴 的 平面 ,这 三 个 平面 就 确定 了 唯一 的 交点 已 , 换 句 话说 , 任 
意 一 个 三 元 有 序数 组 (zx,y,x) 都 可 以 在 空间 中 找到 唯一 一 点 卫 与 之 


对 应 . 至 此 ,空间 中 的 点 了 与 三 元 有 序数 组 (xz,y,x) 之 间 就 建立 了 一 一 对 应 关系 . 有 序数 组 
(zyz) 称 为 点 已 的 坐标 (coordinate) , 记 作 PCz,y,z) ,并 依次 称 z,y,z 为 点 P 的 横 坐 标 、 
纵 坐 标 和 竖 坐 标 . 

显然 ,坐标 原点 O 的 坐标 为 (0,0,0); 工 轴 上 点 的 坐标 为 (z,0,0),y 轴 上 的 点 的 坐标 为 
(0,y,0),z 轴 上 的 点 的 坐标 为 (0,0,z); zOy 坐标 面 上 点 的 坐标 为 (z+,y,0),yOz 坐标 面 上 
点 的 坐标 为 (0,y,z) ,xOx 坐标 面 上 点 的 坐标 为 (z,0,=). 为 了 便于 对 照 ,将 这 些 特殊 点 的 坐 
标 表 示 汇 总 为 表 1. 2. 


表 1.2 
特殊 点 坐标 原点 O 工 轴 y 轴 z 轴 ZXOy 坐标 面 | yOz 坐标 面 | xOz 坐标 面 
坐标 (0,0,0) (xz,0,0) (0,y,0) (0,0,z) (Czyyy0) (0,y,z) (xz,0,z) 


由 图 1. 2 可 见 , 同 一 卦 限 内 点 的 坐标 的 符号 是 一 致 的 ,而 不 同 卦 限 内 的 点 的 坐标 符号 不 
同 . 各 卦 限 内 点 的 坐标 (x,y,z) 的 符号 可 参见 表 1. 1. 
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对 于 空间 直角 坐标 系 中 的 任意 一 点 P(rz,y,x) ,不 难 验证 ,点 卫 关 于 坐标 面 xOy 的 对 
称 点 为 Pi1(z,y, 一 >) ,关于 x 轴 的 对 称 点 为 P,( 一 x, 一 y,x) ,关于 原点 的 对 称 点 为 P; (一 z， 
yh 

2. 空间 中 两 点 间 的 距离 公式 

由 平面 解析 几何 的 知识 知道 ,平面 内 两 点 Pi (zi,y) 
与 P, (zs,yz) 的 距离 可 以 表示 为 

| PiP; |= VzTs — 1) + (ys — y1)s. 

类 似 地 ,可 得 到 空间 中 两 点 Pi (zi,yi,z1) 与 Ps (xo, yo ,zx2) 
间 的 距离 公式 . 

首先 ,过 这 两 个 点 各 作 三 个 分 别 垂直 于 坐标 轴 的 平面 ， 
这 六 个 平面 围 成 一 个 以 P, P, 为 对 角 线 的 长 方 体 ,如 图 1.4 下 
所 示 . 根据 长 方 体 中 对 角 线 与 三 条 边 的 关系 可 知 


IPiP:|*=|PBI*+|BP,|*=|PA|+|AB|+|BP, | 


易 见 
|1PA|=|PiA’|, |4B|=|A'P:|, 
并 且 
|1PiA’|=| zz—zil, 1APs|=|y—y|, |BP:|=|z—z|, 
所 以 有 
区 (za 一 Zi)2 十 (ys 一 匀 )2 十 (zs 一 2)2， 
于 是 
| PP: |= Vzs — zx) + (ys — 1) + (2 — 21). {1,1) 
特别 地 ,空间 中 任意 一 点 P(xz,y,x) 与 原点 0(0,0,0) 的 距离 为 
| OP |= Vri+y +e. ¢L.2) 


例 1.1 设 P 为 xz 轴 上 的 点 , 若 它 到 点 Pi( 一 2,1,3) 和 点 P,(4,0, 一 2) 的 距离 相等 , 求 
点 也 的 坐标 . 

分 析 根据 所 求 点 已 的 已 知 条件 , 设 出 其 坐标 ,然后 利用 空间 中 两 点 间距 离 公式 (1. 1) 
建立 方程 ,再 进行 求解 . 

解 因 点 己 在 > 轴 上 , 故 设 其 坐标 为 (0,0,z) ,根据 两 点 间距 离 公式 有 


| PP| (0 十 2)2 十 (0 一 1)2 十 (z 一 3) 好 一 6z 十 14， 
LPP| (0 一 4)? 十 (0 一 0)? 十 (z 十 2)? xz 十 4z 十 20. 
由 |P1P|==|PsP| 可 得 ,z= 一 0.6, 故 所 求 点 P 坐标 为 (0,0, 一 0. 6). 
例 1.2 求 点 MCa,0,c) 关 于 各 坐标 面 、 坐 标 轴 、 坐 标 原 点 的 对 称 点 的 坐标 . 


分 析 因为 点 M 的 坐标 a ,0,c 是 通用 坐标 (可 以 取 任 意 值 ) ,不 论点 M 落 在 哪个 卦 限 ， 
所 求 对 称 点 的 形式 都 是 一 样 的 . 不 失 一 般 性 , 先 假设 点 M(a,5b,c) 落 在 第 一 卦 限 ,然后 根据 
图 1. 2 中 的 信息 进行 求解 . 

解 点 Ml(a,b,c) 关 于 xzOy 坐标 面 的 对 称 点 是 (a,2, 一 c); 关于 yOx 坐标 面 的 对 称 点 
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是 (一 a,b,c); 关于 Orz 坐标 面 的 对 称 点 是 (4a, 一 5,c). 
点 M(a,b,c) 关 于 工 轴 的 对 称 点 是 (ea, 一 0, 一 c); 关于 > 轴 的 对 称 点 是 (一 a,6, 一 c); 关 
于 <z 轴 的 对 称 点 是 (一 a, 一 b,c). 
点 M(a,b,c) 关 于 坐标 原点 的 对 称 点 是 (一 a, 一 5, 一 0). 


1.1.2 向 量 的 概念 及 其 性 质 
1. 向 量 的 概念 


在 实际 应 用 中 , 像 时 间 、 温 度 、 质 量 \ 长 度 、 体 积 等 ,在 规定 的 单位 下 ,用 一 个 数值 就 可 以 
度量 它们 的 大 小 ,这 类 只 有 大 小 没有 方向 的 量 , 称 为 数量 或 者 标量 (scalar) ; 但 对 于 像 力 、 位 
移 、 速 度 、 电 场 强度 等 ,它们 既 有 大 小 又 有 方向 ,抽象 为 数学 概念 便 称 为 向 量 (vector). 
定义 1.1 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 称 为 向 量 或 者 矢量 . 
关于 定义 1.1 的 几 点 说 明 . 
(1) 在 几何 上 ,向 量 通常 用 一 条 带 有 箭头 的 线段 , 即 用 具有 长 度 且 B 
标 有 方向 的 有 向 线段 来 表示 . 当选 定 长 度 单位 后 ,有 向 线段 的 长 度 表示 向 a 
量 的 大 小 ,有 向 线段 的 方向 表示 向 量 的 方向 .图 1.5 是 一 个 以 A 为 起 点 ,B 
为 终点 的 向 量 , 记 作 AB. 为 简便 起 见 ,常用 小 写 的 粗 体 字母 a 表示 . 
(2) 由 定义 1.1 知 ,所 有 向 量 的 共性 是 它们 都 有 大 小 和 方向 . 然 图 1.5 
而 在 实际 问题 中 ,有 些 向 量 与 起 点 有 关 , 有 些 与 起 点 无 关 . 为 统一 起 见 , 如 果 没 有 特殊 说 明 ， 
本 章 讨论 的 是 与 起 点 无 关 的 向 量 , 即 自由 向 量 ,简称 向 量 . 
(3) 如 果 两 个 向 量 a,b 的 大 小 相等 且 方向 相同 , 则 称 这 两 个 向 量 相等 , 记 作 a=b. 由 此 
说 明 , 不 论 a,b 起 点 是 否 一 致 ,只 要 大 小 相等 ,方向 相同 , 即 为 相等 的 向 量 , 也 就 是 说 ,一 个 向 
量 和 它 经 过 平行 移动 (方向 不 变 ,起 点 和 终点 位 置 改 变 ) 所 得 的 向 量 都 是 相等 的 . 
定义 1.2 向 量 的 大 小 称 为 向 量 的 模 (norm) ,将 向 量 A 记 和 a 的 模 分 别 记 作 1A 方 | 和 
lal. 特别 地 , 模 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 (identity vector) ,将 向 量 A 记 和 a 的 单位 向 量 分 别 
记 作 A 记 " 和 a*. 模 为 0 的 向 量 称 为 零 向 量 (zero vector) , 记 作 0. 注意 , 零 向 量 没有 规定 方向 ， 
其 方向 是 任意 的 . 
定义 1.3 将 两 个 非 零 向 量 a 与 5 经 过 平行 移动 ,它们 的 起 点 重 
合 后 会 形成 两 个 角 0 和 y ,如 图 1.6 所 示 , 不 妨 设 9<y. 将 向 量 a 与 5 a 
之 间 所 夹 的 较 小 的 角 0 定义 为 两 向 量 的 夹 角 , 记 作 (a.b), 显 然 
0EL0,"j. 特别 地 , 当 a 与 b 同 向 时 ,9 二 0; 当 a 与 b 反 向 时 ,0==x. 人 请 和 
2. 向 量 的 线性 运算 图 1.6 
(1) 向 量 的 加 法 运算 
定义 1.4 设 a 与 5 为 两 个 给 定 的 向 量 . 任 取 一 点 A, 作 A 方 =a， 
再 以 B 为 起 点 , 作 BCE=b, 连 接 AC, 如 图 1.7 所 示 , 则 向 量 AC 称 为 向 atb 
量 a 与 b 的 和 , 记 作 a 十 b. 
这 种 求 两 个 向 量 的 和 的 方法 称 为 三 角形 法 则 (triangle law). 4 加 2 
事实 上 ,对 于 两 个 不 平行 的 非 零 向 量 a 与 5 ,也 可 通过 另外 一 种 图 1.7 
方式 作出 a 与 5 的 和 .将 a 和 4b 的 起 点 移 至 同一 点 ,以 a 和 2 为 邻 边 
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的 平行 四 边 形 的 对 角 线 所 表示 的 向 量 称 为 a 与 b 的 和 , 即 a+b, 如 jp 
图 1.8 所 示 . 这 种 求 和 的 方法 称 为 平行 四 边 形 法 则 (parallelogram 
law). 
定义 1.5 对 于 给 定 的 向 量 a, 与 a 的 模 相等 而 方向 相反 的 向 
量 称 为 a 的 负 向 量 (negative vector) , 记 作 一 a. 
由 此 ,两 个 向 量 b5 与 a 的 差 (或 称 减 法 ) 可 以 定义 为 
b—a= 披风 t=) 
若 将 向 量 a 和 4b 移 至 公共 的 始点 0, 且 a 二 OA 一 OB, 以 B 为 -a B 


pe 
始点 , 作 的 负 向 量 有 C 二 一 a, 如 图 1.9 所 示 , 由 三 角形 法 则 可 知 ， Np 
5 二 (一) 二 OB 十 BC==OC, 平 移 即 得 、\ 


p=d=4(=0) = B=04= OB. 

特别 地 ,由 向 量 加 法 的 定义 可 知 ,车 向 量 a 与 5 平行 ,根据 三 了 
角形 法 则 , 当 a 与 b 方向 相同 时 ,a 十 b 的 方向 与 a 和 的 方向 相 
同 ,a 十 b 的 长 度 等 于 两 向 量 的 长 度 之 和 ; 当 a 与 b 方向 相反 时 ,a 十 b 的 方向 与 a 和 4b 中 长 
度 较 长 的 向 量 的 方向 相同 ,a 十 b 的 长 度 等 于 两 向 量 长 度 之 差 . 

不 难 验证 ,向 量 的 加 法 满足 如 下 性 质 : 

a 交换 律 ao 十 一 0 十 ai 

@ 结合 律 (a 十 b) 十 c==a 十 (b 十 c) (参见 图 1. 10); 

@ 零 元 素 a 十 0 =a; (atb)te 


@ 负 元 素 a 十 (一 a) 一 0; at(b+te) 
© latbl<lalt+lbl,la—bl<lal+lb|l,llal—l|bll< 


la+tb| 志 lal 十 |b|( 根 据 三 角形 三 边关 系 的 原理 ). 
(2) 向 量 的 数 乘 运算 
定义 1.6 设 a 是 一 个 给 定 的 向 量 ,4 是 一 个 实数 ,规定 数 4 与 a 的 乘积 是 一 个 向 量 , 记 
作 Xa. 该 向 量 的 模 为 |Xa | 二 1X|lal. 当 4 二 0 时 ,ra 与 a 的 方向 相同 ; 当 4 过 0 时 ,ha 与 a 的 方 
向 相反 ; 当 4==0 时 ,Xa 二 0, 如 图 1. 11 所 示 . 特别 地 , 当 4 二 0 时 ,ha 的 大 小 是 a 的 大 小 的 A 
们 ,方向 不 变 ; 当 4 二 0 时 ,Xa 的 大 小 是 a 的 大 小 的 1X| 们 ,方向 相反 . 


AL 4 /A 


0<4<1 4>1 2 <0 A4<-] 
图 1.11 


图 1.10 


根据 向 量 的 加 法 运算 和 数 乘 运算 不 难得 到 如 下 性 
质 (4,p 为 实数 ): 

a 单位 元 1 * a==a; 

@ 结合 律 4(ya) 二 jGQa)== (MDa; 

@ 分 配 律 Q 十 y)a 一 a 十 ya ,A(a 十 b) 一 A 十 加 ( 参 
见 图 1. 12). 
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向 量 的 加 法 运算 和 数 乘 运 算 统 称 为 向 量 的 线性 运算 (inear operation). 
容易 验证 ,a 与 同方 向 的 单位 向 量 a “的 关系 为 


qa" 二 -4 或 写成 ae 一 | al ao". 
|al 
例 1.3 在 AABC 中 ,是 BC 上 一 点 , 若 有 A 方 -六 (4 户 +AC) ,证 明 : 点 DD 是 BC 的 
中 点 . 


分 析 利用 向 量 的 加 法 和 数 乘 运 算 证 明 . 4 
证 如 图 1.13 所 示 , 由 于 A 访 = 吉 (A 启 +AC), 即 2 A 方 一 A 方 十 
AC, 故 


六 = 太 = 闻 =V， 

由 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 得 ,C 方 = T 户 , 故 |C 方 | 一 17T 方 | ,所 以 DD 是 
BC 的 中 点 . 证 毕 1 

3. 向 量 的 共 线 与 共 面 

对 于 两 个 非 零 向 量 a 与 5, 如 果 它 们 的 方向 相同 或 相反 , 则 称 这 两 个 向 量 平行 (paral- 
leD) , 记 作 a//b. 因为 零 向 量 的 方向 是 任意 的 ,所 以 可 以 认为 零 向 量 平行 于 任何 向 量 . 若 将 两 
个 平行 向 量 的 起 点 放 在 同一 点 ,它们 的 终点 和 公共 起 点 将 在 同一 条 直线 上 ,所 以 两 个 向 量 平 
行 也 称 为 两 向 量 共 线 . 

关于 向 量 的 平行 关系 ,有 如 下 定理 . 

定理 1.1 设 向 量 a 关 0, 那 么 向 量 5 平行 于 a 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 唯一 实数 1, 使 
得 一 Ma. 

分 析 “利用 向 量 的 数 乘 运算 证 明 . 

证 根据 向 量 的 数 乘 运算 ,充分 性 显然 成 立 .下面 证 明 必要 性 . 


若 5 一 0, 令 4 二 0, 则 有 5 一 20. 若 5 尖 0, 令 8 一 | 引 , 则 |5| 二 Bla| 二 |Ba 1. 于是, 当 a 与 b 


lal 
方向 相同 时 , 取 4=B; 当 @a 与 5 方向 相反 时 , 取 4= 一 B, 则 有 b=. 证 毕 

对 于 kCk 宇 3) 个 向 量 , 当 将 它们 的 起 点 放 在 同一 点 时 ,如 果 这 个 向 量 的 终点 和 它们 的 
公共 起 点 在 一 个 平面 内 , 则 称 这 个 向 量 共 面 . 

4. 向 量 在 轴 上 的 投影 

定义 1.7 设 有 一 个 数 轴 , 它 由 单位 向 量 e 及 定点 O 
确定 ,如 图 1. 14 所 示 . 对 任 给 的 向 量 ae, 作 G 方 一 a, 并 由 点 
P 作 与 4 轴 垂直 的 平面 交 v 轴 于 点 P', 则 称 点 P' 为 点 P 
在 wx 轴 上 的 投影 (projection) ,向 量 OP 称 为 向 量 a 在 轴 
上 的 分 向 量 . 设 OF 一 Xe , 则 数 4 称 为 向 量 a 在 wx 轴 上 的 投 
影 . 记 作 Prja 或 (a,). 

不 难 验证 ,向 量 及 其 线性 运算 在 轴 上 的 投影 具有 如 下 性 质 : 

性 质 1 设 w 轴 与 向 量 a 的 夹 角 为 6. 如 图 1. 14 所 示 , 则 向 量 a 在 w 轴 上 的 投影 等 于 向 
量 a 的 模 乘 以 cosb. 即 


1.1 空间 直角 坐标 系 和 向 量 中 
Rectangular coordinate system in Space and vectors 
Prja = | a | cos0. 


性 质 2 (1)Prj, (a 十 b) 二 Prjsa 十 Prj,b; (2)Prj,Aa 二 APrjwa (4 为 任意 实数 ) ,如 图 1. 15 
所 示 . 


sf 


1. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 某 一 点 关于 原点 、 坐 标 面 及 坐标 轴 对 称 的 特征 分 别 是 什么 ? 
如 何 确定 对 称 点 ? 

2. 向 量 的 模 和 实数 的 绝对 值 有 何 联系 和 区 别 ? 

3. 两 个 向 量 共 线 的 条 件 是 什么 ? 说 法 “向 量 a 和 bb 平行 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 不 全 
为 零 的 两 个 数 a,B, 使 得 aa 十 Bb 二 0” 是否 正 确 ? 说 明理 由 . 


1. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,指出 下 列 各 点 所 在 的 卦 限 : 

(1) (1,—5,3); (2) (2,4,—1); (3) (1,—5,—6); (4) (—1,—2,1)., 
2. 求 点 M(3, 一 5,4) 与 原点 及 各 坐标 轴 之 间 的 距离 . 

3. 在 工 轴 上 , 求 与 点 A( 一 4,1,7) 和 点 B(3,5, 一 2) 等 距离 的 点 的 坐标 . 

4. 在 yOxz 坐标 面 上 , 求 与 三 个 点 A(3,1,2),B(4, 一 2, 一 2),C(0,5, 一 1) 等 距离 的 点 的 
5. 已 知 姜 形 ABCD 的 对 角 线 AC 一 a,B 户 一 b, 试 用 向 量 a,b 表示 A 方 ,BC,C 方 ,DA. 


1. 证 明 : 以 A(4,3,1),B(7,1,2),C(5,2,3) 三 点 为 顶点 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 
2. 利用 向 量 证 明 : 


(1) 对 角 线 互相 平分 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
(2) 三 角形 两 边 的 中 点 的 连 线 平行 于 底 边 , 并 且 其 长 度 等 于 第 三 边 的 一 半 . 
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Cl; 2 向量 的 坐标 表示 


Coordinate representation of vectors 


1.2.1 向 量 的 坐标 分 解 


由 于 一 个 单位 向 量 既 确定 了 方向 ,又 确定 了 单位 长 度 ,所 以 由 点 O 和 单位 向 量 i 即 可 确 
定 一 个 数 轴 , 如 图 1. 16 所 示 . 对 于 数 轴 上 任意 一 点 ,对 应 一 个 向 量 O 六 ,因为 OP//i, 由 定理 
1.1 知 , 必 存 在 唯一 的 实数 rz, 使 GO 方 一 立 , 称 z 为 点 忆 在 数 轴 上 的 坐标 . 

类 似 地 ,在 平面 内 ,由 点 O 和 两 个 相互 垂直 的 单位 向 量 和 j 确定 了 平面 直角 坐标 系 ， 
如 图 1. 17 所 示 . 对 于 平面 内 任意 一 点 忆 , 作 向 量 G 方 ,由 平行 四 边 形 法 则 可 知 ,GO 方 = OA 十 
OB; 如 前 所 述 ,存在 唯一 的 实数 x 和 y ,使 得 OA 二 xi,O 记 =yj , 即 

一 
上 式 称 为 向 量 G 方 的 平面 坐标 分 解 式 ,有 序 实数 (z,y) 称 为 点 PP 在 平面 内 的 坐标 . 

对 于 空间 中 任意 一 点 已 , 作 向 量 O 户 ,过 点 P 作 与 三 条 坐标 轴 垂 直 的 平面 ,与 zx 轴 、y 轴 、 

z 轴 的 交点 分 别 为 A ,B,C, 如 图 1.18 所 示 . 由 向 量 的 加 法 可 知 
下 = 矿 二 天 三 硕 十 政 二 到 


x 


与 前 面 的 讨论 类 似 ,存在 唯一 的 实数 +,y,z, 使 得 OA 二 zi,O=yj ,OC=zk, 即 
OP = zi+y+k, (1.3) 
其 中 站 分别 是 z 轴 、y 轴 、= 轴 的 正方 向 的 单位 向 量 . 式 (1. 3) 称 为 向 量 G 方 在 空间 中 的 坐 
标 分 解 式 , 有 序 实数 (z,y,z) 称 为 点 PP 的 坐标 , 记 作 
op = (Z,yvz)。 


1.2.2 向 量 及 其 运算 的 坐标 表示 

基于 向 量 O 方 在 空间 直角 坐标 系 下 的 坐标 分 解 式 , 下 
面 给 出 向 量 及 其 运算 的 坐标 表示 . 

1. 空间 中 任 一 向 量 的 坐标 表示 

设 向 量 Pi 忆 的 起 点 和 终点 分 别 为 PCzi yy ya )， 图 1.19 
Ps (zs ,yz,z2) ,如 图 1.19 所 示 , 则 有 


Pa(x2, », 22) 


1.2 向 量 的 坐标 表示 
Coordinate representation ， of vectors 


PiP;,= OP; — OP!1 = (zsit yj zk) — nityit zk) 
= (Za — Zi (yz — yj zo — zi)k, 
即 


PiP; (zs — X19Y2 一 yyza — z1). 
易 见 ,向 量 P1P; 的 坐标 为 其 终点 的 坐标 与 起 点 的 坐标 之 差 . 下 面 给 出 在 空间 直角 坐标 
系 下 ,任意 向 量 在 各 坐标 轴 上 的 投影 与 对 应 坐标 的 关系 . 
对 于 任意 给 定 的 向 量 a, 它 在 三 个 坐标 轴 (z 轴 、y 轴 、 轴 ) 上 的 投影 分 别 记 作 
az 一 Pra， a,= Prjya, a: = Prja 


或 
ar 一 (a)-， a, = (aq),, a: = (a)., 

则 向 量 a 的 坐标 可 以 表示 为 a= (a, ,a, ,a:). 

2. 向 量 的 线性 运算 的 坐标 表示 

对 于 空间 向 量 a= (a ,aysa:) 和 0 一 (0 ,5b,,b:), 有 

(1) a 士 2 一 (az 士 岂 ,ay 士 5 ,a:+b.); (2) ha = (Mas ,May ,ha:). 

3. 平行 向 量 的 坐标 表示 

两 个 非 零 向 量 ae 一 (au ,a,,a:) 和 4b 二 (4b,,b,,b.) 平 行 的 充 要 条 件 是 : 两 个 向 量 的 对 应 坐 
标 成 比例 , 即 


Wy 
Bs (1.4) 


例 1.4 设 a i 十 2j 十 3k,b 二 2i 一 3j 十 k,c 二 2i 一 5j 一 2k, 若 d 二 2a 一 b 十 3c, 求 向 量 d 
的 坐标 分 解 式 及 坐标 . 
分 析 利用 向 量 的 线性 性 质 和 向 量 的 坐标 表示 计算 . 
解 ”根据 向 量 的 加 法 和 数 乘 运算 ,有 
d= 2a 一 8 十 3c 一 2( 一 上 十 27 十 3k) 一 (2 一 31 十 k) +3(2i—5j— 2k) 
= 2i— 8j—k. 
易 见 ,向 量 d 的 坐标 为 4 一 (2, 一 8, 一 1). 


1.2.3 向 量 的 模 和 方向 余弦 的 坐标 表示 


对 于 空间 中 的 任意 向 量 ,总 可 将 其 平行 移动 ,使 它们 起 点 与 原点 重合 ,车 终点 设 为 
PCz,y,z), 则 由 两 点 间距 离 公 式 可 知 , 向 量 O 户 的 模 为 
10P |= Vai+ y+. (1.5) 
关于 向 量 的 方向 ,可 以 用 向 量 O 与 三 条 坐标 轴 正 向 之 间 的 夹 
角 w ,8,y 来 表示 ,上 且 apB,yE[0,zx].c,p,7 称 为 向 量 G 方 的 方向 角 
(direction angle) ,对 应 的 cosa ,cosB,cosy 称 为 向 量 O 方 的 方向 余弦 
(direction cosine). 如 图 1. 20 所 示 , OP 二 (zx,y,z), 在 人 OAP， 
人 OCP, 信 OFP 中 ,有 


a VA bb = 
bs 


y 
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cosa 二 三 ， cosB 四 于 ， 
LOoP| Ty 十 |OP | Vr 二 yy 二 + 有 2 

cosy = 一 一 = y (1.6) 
IOP | ye 十 半生 这 


将 上 面 三 式 平方 后 相 加 , 即 可 得 到 
cosza 十 cos28 十 cos27y = 1. 
可 见 , 向 量 G 记 的 方向 余弦 的 平方 和 等 于 1. 由 此 可 知 ,以 方向 余弦 为 坐标 分 量 的 向 量 (cosa， 
cosp,cosy) 必 是 单位 向 量 , 其 方向 与 向 量 O 方 相同 , 即 
i oO 


= 一 一 -一 = (cosa,cosB,cosy). [By 
LOoP'| 
于 是 ,对 于 任意 给 定 的 向 量 a 二 (a; ,a,,a:), 它 的 模 和 方向 余弦 分 别 为 
lal= Vait+ayta:; 15 
cosa = -= cosB = 2 天 


人 = » 
lal Vaitasta? lal Yaltata 


cosy = -= 竺 (1.6) 
lal Vaitasta: 
与 向 量 a 同方 向 的 单位 向 量 为 
qa" 一 Te = (cosa,cosB,cosy). Cay 


例 1.5 给 定 两 点 A(2.0, 一 3) 和 B(3,V3 ,一 2), 求 向 量 A 方 的 模 ` 方 向 余弦 方向 角 , 以 
及 与 向 量 A 方 平行 的 单位 向 量 A 启 ". 

分 析 ” 先 求 出 向 量 A 户 的 坐标 表示 ,然后 分 别 利用 式 (1. 5) (1. 6)"、(1. 7) “计算 . 注意 最 
后 要 求 的 是 与 向 量 A 方 平行 的 单位 向 量 A 记 ", 而 不 是 沿 其 方向 的 单位 向 量 . 

解 易 见 ,A 方 = (3 一 2,V2 一 0, 一 2 一 (一 3)) 一 (1,V2 ,1). 不 难 求 得 ,向 量 A 记 的 模 为 


12B 1= V1 二 WE) 十 1 一 2. 


向 量 信 户 的 方向 余弦 分 别 为 
cosa 到， cosp cosy 
因为 方向 角 ,8,yE[0o,zx] ,所 以 有 
a 3 B 下 7 本 


1.3 ”向 量 的 数量 积 、 向 量 积 和 混合 积 
Scalar product , vector product and mixed product of vectors > 
习题 1.2 


1、 对 于 向 量 G 方 和 a ,它们 的 坐标 表示 有 什么 区 别 和 联系 ? 
2. 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,并 给 出 理由 . 
(1) i 十 j 十 k 是 单位 向 量 ; (2) 一 i 不 是 单位 向 量 ; 
(3) 空间 中 点 的 坐标 和 向 量 的 坐标 表示 在 表示 形式 是 不 同 的 . 
3. 若 三 个 向 量 的 方向 余弦 cosa,cosB,cosy 分 别 具 有 如 下 特征 : 
(1)cosa=1,(2)cosy=0,(3)cosa=cosB=0, 
则 这 些 向 量 与 坐标 轴 或 坐标 面 有 何 关 系 ? 


1. 设 有 向 量 m= 二 i 十 2j 十 3k,n 二 2i 十 j 一 3k 和 p= 二 3i 一 4j 十 k, 计 算 下 列 向 量 : 
(1) 2m+3n—p; (2) m—n; (3) mm 一 30 十 2p; (4) 2m—n—p. 
2. 已 知 m 二 (2,3,1),n 二 (1, 一 4,0), 求 下 列 向 量 的 模 、 方 向 余弦 以 及 方向 角 : 
(1) m+ 2n; (2) 2m—3n. 

3. 已 知 向 量 m 二 mi 十 5j 一 k 和 nn 二 3i 十 j 十 Yk 平行 , 求 a 和 7 的 值 . 


1. 设 有 向 线段 PiPs 的 起 点 为 P(xisy1sx1), 终 点 为 Pz(zayyavxz), 若 点 PCz,yyz) 分 


有 向 线段 Pi 成 定 比 4X 关 1), 即 Pi 户 =XPPz. 证 明 : 分 点 己 的 坐标 为 


Ti 二 Ar 大 二 是 十 Ay2 ,二 Az2 
1 二 ”~ 1 十 ”~ 1 十 1“ 


2. 已 知 向 量 m= 二 2i 十 2j 一 k,n 二 3i 十 j 一 2k 和 pp 二 2i 一 4j 十 3k, 求 向 量 2m 一 n 十 p 的 坐 
标 表 示 及 其 在 各 坐标 轴 上 的 投影 . 


3. 车 A(lz,y,z) 为 空间 中 一 点 ,10A| 一 4, 且 OA 与 x 轴 和 wy 轴 的 夹 角 分 别 为 了 和 二 , 求 
点 A 的 坐标 . 


人 EL:3_ 向 量 的 数量 积 \ 向 基 积 和 混合 积 
Scalar product , vector product and mixed product of vectors 
前 两 节 中 已 经 给 出 了 向 量 的 相关 概念 及 运算 . 但 是 在 一 些 工 程 技术 问题 中 ,还 会 遇 到 一 


些 关 于 向 量 的 其 他 运算 . 本 节 将 介绍 关于 向 量 的 三 种 重要 运算 , 即 向 量 的 数量 积 、 向 量 积 和 
混合 积 . 
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1.3.1 向 量 的 数量 积 


引 例 1 恒 力 做 功 问题 
设 有 一 质点 在 恒 力作 用 下 沿 直线 从 点 A 移动 到 点 B, 求 恒 力 下 所 做 的 功 . 


根据 物理 学 的 知识 ,质点 的 位 移 为 A 访 , 恒 力 F 所 做 的 功 等 于 二 
力 沿 位 移 方向 的 分 量 乘 以 位 移 , 即 和 
W = PrizsF .| AB |=| F || AB | cosb， 1A 到 
其 中 0 为 恒 力 F 的 方向 与 位 移 方向 之 间 的 夹 角 , 如 图 1. 21 所 示 . a 


类 似 的 问题 很 常见 ,都 涉及 两 个 向 量 的 模 及 夹 角 的 余弦 的 乘积 运 
算 , 这 就 是 向 量 的 数量 积 . 

定义 1.8 设 有 两 个 向 量 a 和 2 ,它们 的 夹 角 为 9, 称 |al1b|cosb 为 向 量 a 与 b 的 数量 积 
(scalar product) ,也 称 为 内 积 (inner product) 或 点 积 (dot product) , 记 作 ae .5, 即 

ae.b=|al||b| coso. 

由 定义 1.8 知 , 恒 力 所 做 的 功 W 为 F 与 位 移 AB 的 内 积 , 即 W= 二 FA 户 . 

易 见 ,两 个 向 量 的 数量 积 的 结果 是 一 个 数 , 其 值 与 向 量 的 模 和 夹 角 有 关 . 利用 定义 1.8 
不 难 验 证 向 量 的 数量 积 有 如 下 运算 规律 : 

(1) 交换 律 a*， b= 二 b* a; 

(2) 结合 律 (ua)。0 一 AM(a b)=a* (4b); 

(3) 分 配 律 (a 十 b) ，c==a* c+b*e; 

此 外 ,还 有 

(4) a* a=|al’; 

(5) a lbSOa .b=0; 

(6) a* b=|b|Prjva = |alPrjob (a,bA0); 


Ca = pd 
lallbl 


以 上 结论 请 读者 自 证 . 易 见 ,(4) 和 (7) 给 出 了 计算 向 量 的 模 及 向 量 间 夹 角 的 方法 . 
例 1.6 用 向 量 的 数量 积 证 明 三 角形 余弦 定理 : 

c= a’++b — 2abcosC. 
分 析 利用 向 量 的 减法 、 向 量 的 数量 积 的 定义 及 性 质证 明 . 


证 如 图 1.22 所 示 , 由 c==a 一 b 可 知 B 
cc=(a—b). (a—b)=a—2a.b+b, < 
所 以 
Ice|l*=|al|:*—2|al||lb|cosC+t+lb|’, e 4 
即 
c= a+b— 2abcosC. 证 毕 


下 面 给 出 空间 直角 坐标 系 下 数量 积 的 坐标 表示 . 
设 有 向 量 a==asi 十 ayj 十 axK ,5 一 0 十 0 十 bk , 则 
Q b= ai tay tak) 。 (0 十 7 +obk) 
= az。 十 az。 三 十 ax。 十 ai 十 ax 十 ao 十 
absk sitabyk j++abk »k. 


1.3 ”向 量 的 数量 积 、 向 量 积 和 混合 积 © 
Scalar product , vector product and mixed product of vectors 
因为 i,j,k 是 两 两 互相 垂直 的 单位 向 量 ,所 以 有 
iei=j*j=k°*ek l, iej=iek=j*i=j*k=k*i=k°*.j 0. 


于 是 
a 一 ab 十 ab tab:. 人 友 

式 (1.8) 表 明 : 两 向 量 的 数量 积 等 于 它们 对 应 坐标 的 乘积 之 和 . 此 外 ,由 式 (1. 8) 不 难得 
到 向 量 的 模 和 夹 角 的 坐标 表示 公式 : 

(4)’ a * a=|al*=a?+a?+a?; 
Q azbr tayby tab: 
lallol Varta ta VetET 

根据 前 面 的 推导 ,并 结合 两 个 向 量 的 夹 角 公式 ,有 如 下 定理 和 推论 . 

定理 1.2 ”对 于 两 个 给 定 的 向 量 ae 一 Co: ,ay,a-) 和 1 一 (六 ,0 ,0-) ,向量 a 和 2 的 数量 积 
的 坐标 表示 为 a* b= 二 ab; 十 ayb, 十 asb:. 

推论 ”两 个 给 定 的 向 量 a 二 (a .a,,a:) 和 4b 王 (5,,b,,b:) 垂 直 , 即 alb 的 充分 必要 条 件 
是 ab: 十 a,b, 十 a.b:==0. 

例 1.7 已 知 向 量 a=(1, 一 2,3) 和 b=(2,3, 一 1) ,计算 : 

(1)a*b; (2) a 与 b 的 夹 角 0; (3) a 在 b 上 的 投影 . 

分 析 利用 向 量 的 数量 积 的 定义 及 性 质 计算 . 

解 (1)a*b=1X2 十 (一 2)X3 十 3X( 一 1) 国 

(2) 由 于 lal 开赴 《23 14,1b| 1 14 ,不 难 求 得 
a*b 


(7)’ cos(a,b) 


一 7 
SO 
2 
因为 ge [o,x] ,得 0 一至. 
(3) Pa 一 和 人 -= 一 


例 1.8 设 a,b,c 均 为 单位 向 量 .车 有 a 十 bc 二 0, 计 算 a* b+b* c+tc*a. 
分 析 利用 向 量 的 模 与 数量 积 的 关系 公式 . 
解 由 于 lal=1,|b|=1,|c|=1, 且 
0= (a 二 +b+e)’: = (a+b+tc). (a+tb+te) 
=ae*at+b.bi+ecec+2(ae. bi+bect+e. a) 
= 3 二 2(a。b++b.cte.a). 
于 是 
a bibctera——. 
例 1.9 设 a==(1, 一 1,1),b 二 (3, 一 4,5),c 二 a 十 加 , 问 4 取 何 值 时 ,|c| 最 小 ? 并 证 明 
当 |e| 最 小 时 ,ce 上 2. 


分 析 利用 向 量 的 模 与 数量 积 的 关系 公式 . 第 一 个 问题 是 求 目标 函数 |c| 的 极 值 ; 第 二 
个 问题 可 利用 定理 1. 2 的 推论 证 明 . 
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解 令 f(2)=|cl?=|at 加 |?:==|lal? 十 224 6b 十 洲 |bl?. 由 于 |al?*==3,1b|?==50， 
a*5 一 12, 所 以 目标 函数 变 为 


CA) 一 3 十 2414 十 5012. 


易 得 驻 点 方程 为 六 (0) 一 24 十 100A 一 0, 唯 一 驻 点 为 ) 一 一 芝 , 而 六 0) 一 100>0, 故 ) 一 一 此 


是 /02) 的 唯一 极 小 值 点 . 因此 当 4 一 一 药 时 ,f(D 最 小 ,此 时 |e| 也 最 小 , 且 有 


c=a 6 (多 下 号 ) 


25 25… 25 25 
由 于 
1 5 让 
cb 25X3 25X. 4) 25 ~X5 0， 
故 c | 0. 
1.3.2 向 量 的 向 量 积 
引 例 2 ”杠杆 的 力矩 


如 图 1. 23 所 示 , 设 O 为 杠杆 二 的 支点 ,有 常 力 正 作用 于 杠杆 上 的 点 己 处 ,0 六 与 常 力 
的 夹 角 为 9. 求 常 力 下 对 支点 0 产生 的 力矩 M. 
由 物理 学 知识 知道 , 常 力 正 对 支点 O 产生 的 力矩 M 是 一 个 向 量 , 它 的 模 为 
IM|=|0Q||F|=|0P ||F | sing, 
方向 垂直 于 0O 方 与 严 所 决定 的 平面 ,并 且 按照 右手 法 则 从 O 方 转向 常 力 正 ( 夹 角 不 超过 x) ,大 
拇指 的 指向 即 为 力矩 的 指向 M, 如 图 1. 24 所 示 . 


M=O0PxF 
1y 
0 0 DS 
~ 2 L 
2 
»% 0 
困 : 至 站 图 1.24 


力矩 的 这 种 运算 规则 在 其 他 应 用 问题 中 (如 数学 物理 、 力 学、 工程 等 学 科 领 域 ) 会 经 常 
过 到 ,因此 有 必要 对 向 量 的 这 种 运算 抽象 出 其 数学 定义 . 下面 给 出 两 个 向 量 a 与 的 向 量 积 
的 定义 . 

定义 1.9 若 两 个 向 量 a 与 b 按照 如 下 条 件 确定 了 向 量 c， 

(1) 向 量 e 的 模 为 < 

le|l=|allb | sin(a,b ); b 

(2) 向 量 c 的 方向 垂直 于 向 量 a 与 绢 所 在 的 平面 ( 既 垂 直 于 a, 又 A | lex 中 
垂直 于 b), 且 向 量 c 的 正方 向 按照 右手 法 则 从 向 量 a 转向 5 来 确定 ， 
如 图 1. 25 所 示 , 则 称 向 量 c 为 向 量 a 和 4 的 向 量 积 (vector product) , 记 
作 ax5b, 即 图 地 
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=X 
通常 ,a 与 的 向 量 积 也 称 外 积 (outer product) 或 叉 积 (cross product). 
由 向 量 积 的 定义 可 知 ,向 量 e 的 模 等 于 以 a 、b 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 进一步 地 ， 
利用 向 量 积 的 定义 不 难 验证 如 下 的 性 质 和 运算 规律 : 
(1) aXa=0; 
(2) a//bSaXb=0; 
(3) 反 交 换 律 aXb== 一 bXa; 
(4) 分 配 律 (a 十 b) Xc=aXct+bXe; 
(5) 结合 律 *(aXb) 二 (ha)Xb 一 aX (hb)(4 为 实数 ). 
证 (1) laXa| 二 |al?sin0 二 0, 模 为 0 的 向 量 即 为 零 向 量 . 

(2) 当 a,b 之 一 为 零 向 量 时 , 必 有 laXb|= 二 0; 车 a//b, 当 a,b 均 为 非 零 向 量 时 ,a 与 b 
的 夹 角 为 0 或 x, 则 sin(a,)=0, 故 |axb|==|a||b|sin(a,b) 二 0, 故 两 种 情况 均 有 aXb=0. 
反之 , 若 aX0 一 0, 则 a 一 0 或 者 8 一 0 或 者 sin(a,b) 二 0, 对 于 这 些 情形 , 均 有 a//b. 

(3) 车 a/b, 由 (2) 知 ,aXb 和 bXa 都 是 零 向 量 , 故 aX1 一 一 5Xa 成 立 . 

若 a 与 5 不 平行 , 则 laxb|l=|allbl|sin(a;b)|=|bllal|sin(b;0)|=|bXal, 即 axb 
和 bXa 的 模 相等 ; 根据 右手 法 则 ,a Xb 与 bXa 虽然 都 垂直 于 a,b 所 在 平面 ,但 是 方向 相 
反 , 故 aXb 二 一 bXa, 如 图 1.25 所 示 . 证 毕 

(4)、(5) 的 证 明 从 略 . 

下 面 给 出 在 空间 直角 坐标 系 下 向 量 积 的 坐标 表示 . 

设 a=asiFayj 二 ask ,b=6,i 十 b,j 十 bk, 则 

aXb= (a tay +ask) X (bit b,j + bk) 

=abi Xi+abid Xtabd Xki+abd Xitapbd Xi1+i+abd XE 和 + 
asbzk Xitabyk Xj+absk Xk. 

因为 i,j 和 大 是 两 两 互相 垂直 的 单位 向 量 , 如 图 1. 26 所 示 , 所 以 有 
iXi=jXj=kXk=0; iXj=k, jXk=i, kXi=j; 
Ry EX 访 ， 十 光 六 有 
故 


aXb= (ab: —ab)it (abs —abe)j + (asby —abr)k. (1.9) 

为 了 便于 记忆 ,可 将 式 (1.9) 写 成 行列 式 的 形式 ,因此 有 如 下 定理 . 

定理 1.3 对 于 两 个 给 定 的 向 量 a==(a; ,a,,a:) 和 b==(b,,b,,b:)， 
它们 的 向 量 积 a Xb 的 坐标 表示 为 


dy das a: 工 dr ay 
axb= i 十 六 注 Kk, (1.10) 
b, b: We bs by 
或 记 作 
i Jj 大 
aXb= la: ay as|. (1.10) 
b: b, b: 


进一步 地 ,由 向 量 积 的 坐标 表示 , 仍 可 得 到 式 (1.4) . 即 如 下 的 推论 . 
推论 ”两 个 非 零 向 量 ae= (os ,ay .as) 和 4b 一 (5, ,6b,,b.) 平 行 , 即 a//b 的 充分 必要 条 件 是 
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事实 上 ,由 式 (1.9) 可 知 ,aXb==0 等 价 于 该 向 量 的 各 分 量 均 为 零 , 即 
ub —ab; 0, asb:— ab: 0, azby 一 az 0， 


于 是 有 笃 一 全 一 芋 . 需要 说 明 的 是 , 当 刀 ,六 ,b- 中 出 现 零 时 ,约定 相应 的 分 子 也 为 零 , 即 若 
和 0 _ay az 
包 一 0, 则 规定 “一 0, 且 有 -0 一 下 一 天。 
例 1.10 求 同 时 垂直 于 向 量 a==(2, 一 1,3) 与 6 二 (2,2,1) 的 单位 向 量 e. 
分 析 ” 先 利 用 向 量 的 向 量 积 公 式 (1.10) 求 出 向 量 , 再 将 其 单位 化 ,但 要 注意 其 方向 . 
解 ” 由 向 量 的 向 量 积 公式 (1. 10) 可 得 


Ee | i EE a 
| | 
|el= VE FET = Viol. 


于 是 ,同时 垂直 于 a 与 5 的 单位 向 量 有 两 个 , 即 e 一 土 -二 一 (一 7.4.6). 
V1i0l 

例 1.11 设 入 ABC 三 个 顶点 的 坐标 分 别 为 A(1,3,5),B(2,4,7),C(2,5,8). 计算 下 列 
问题 : 

(1) sinLBAC; (2) AABC 的 面积 ; (3) BC 边 上 的 高 . 

分 析 利用 向 量 积 的 定义 及 向 量 积 的 坐标 表示 式 (1. 10)“. 

解 ” 容 易 求 得 ,A 记 =(1,1,2),AC=(1,2,3),BC=(0,1,1). 于 是 ,|AB|=V6,1AC|= 
VIi4,|BC|=Y2 ,并 且 由 向 量 的 向 量 积 公式 (1. 10)' 可 得 


i jk 
XE= | 1 Bls=E=EE 
1 23 
因此 
IABxAC| 3 __V 


(1) sinZ BAC $ 
[ABIIAC| Yexvit 1 


(2) AABC 的 面积 为 
Sauc 一 让 | BXAC | 一 当 /CT 
(3) BC 边 上 的 高 为 


2Saaac 
| BC 1 


2x 


~ 向 
~ 全 


万 
1.3.3 向 量 的 混合 积 


引 例 3 平行 六 面体 的 体积 
已 知 三 个 不 共 面 的 向 量 a,b 和 *e, 求 以 这 三 个 向 量 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 V. 
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我 们 已 经 知道 ,平行 六 面体 的 体积 V 等 于 底面 积 S 乘 以 高 h, 即 axb=f 
V 二 Sh, 如 图 1.27 所 示 . 由 向 量 的 向 量 积 的 性 质 可 知 ,平行 六 面体 的 国 
底面 积 等 于 axb 的 模 , 即 S|aXb|; 由 向 量 的 数量 积 的 定义 可 知 ， lb 和 人 人 和 
平行 六 面体 的 高 h 等 于 向 量 c 在 向 量 f 二 aXb 上 的 投影 的 绝对 值 , 即 0， 
hh 二 |Prjye | 二 1c||cosal. 因此 平行 六 面体 的 体积 为 
V=Sh=|laxbl||e|| cosal. 图 1.27 
易 见 ,平行 六 面体 的 体积 也 可 以 表示 为 V==1(aXb)，* cl. 事 实 
上 ,这 也 是 向 量 的 一 类 重要 运算 , 即 向 量 的 混合 积 (mixed product). 
定义 1.10 对 于 三 个 给 定 的 向 量 a,b 和 c, 若 先 作 两 个 向 量 a 和 6b 的 向 量 积 a Xb, 把 所 
得 的 向 量 与 向 量 c 再 作 数 量 积 (a Xb)，c, 如 此 得 到 的 数值 称 为 向 量 a.b 和 c 的 混合 积 , 记 
作 [a,b,c], 即 [a,b,c]==(aXb)* ce. 
由 引 例 3 并 结合 定义 1. 10 可 知 , 向 量 的 混合 积 的 几何 意义 是 : [a,b,cj 的 绝对 值 表示 
以 向 量 a,b 和 c 为 相 邻 棱 的 平行 六 面体 的 体积 . 
定理 1.4 对 于 三 个 给 定 的 向 量 a= (ax ,ay,a-),5 一 (0 0.) 和 ec 一 (crycyycs) ,它们 
的 混合 积 的 坐标 表示 为 
人 
[asbsc]=(axb)e.c= Ib b, b.|. (1.11) 
Ce Cy Ci 
推论 ”向量 a、b 和 ce 共 面 的 充分 必要 条 件 是 : 它们 的 混合 积 Lae,p,c] 王 0. 
例 1.12 已 知 四 个 给 定 的 点 的 坐标 分 别 为 A( 一 1,2,4),B(1,1,3),C(4,1,0) 和 D(2， 
4,5). 判别 这 四 个 点 是 否 共 面 ? 若 不 共 面 , 求 出 以 这 四 个 点 为 顶点 的 四 面体 的 体积 V. 
分 析 “ 先 写 出 四 个 点 组 成 的 向 量 A 方 .ACG.A 方 ; 再 利用 定理 1. 4 的 推论 判断 它们 是 否 
共 面 ; 若 不 共 面 , 利 用 定理 1. 4 计算 四 面体 的 体积 . 
解 易 见 
PY 0 EY cE 0 ,We ey » ,ee eg 
AC= (4 一 (一 D,1 一 2,0 一 4) = (5,—1,—4), 


AD = (2 一 (一 D,4 一 2.5 一 4) 一 (3,2,1). 


由 式 (1.11) 可 得 


关 二 业 一 
[46,AC,4D] = |5 —1 —4|=18#0. 
3 2 1 
由 定理 1.4 的 推论 知 ,这 四 个 点 不 共 面 . 由 于 以 这 四 个 点 为 顶点 的 四 面体 的 体积 等 于 以 向 量 


A 户 ,AC,A 方 为 棱 边 的 平行 六 面体 体积 的 六 分 之 一 .因此 有 


V= 霹 | [2B,AC,AD] |= 3. 
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1. 向 量 的 数量 积 、 向 量 积 和 混合 积 的 运算 特点 是 什么 ? 
2. 等 式 |ala 二 a 和 (a，b)’* 一 q?b* 是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 
3. 若 a 天 0, 能 否 由 a。1 一 ac 或 a。Xb 一 aXe 推出 b= 二 c? 说 明理 由 . 


1. 设 向 量 ae 一 (1,1, 一 4) ,5 一 (2, 一 2,1). 计算 下 列 各 题 ， 
(1)a*b; (2) a 与 的 夹 角 ; (3) Prjob. 

2. 求 下 列 给 定 的 向 量 的 数量 积 a。b、 向 量 积 aXb 及 cos(a,b): 
(1) a=(1,2,3),b=(1,—1,0); (2) a=(3,2,—1),b=3a; 
(3) a==3c 十 d,b 二 c 一 2d, 其 中 c=(1,2,1),d=(2, 一 1,2). 


3. 设 |al 一 5,18| 一 2,(a 沪 ) 一 于 ,计算 下 列 各 题 : 

(1) |(2a—3b) X(a 十 20) |; (2) (2a 一 35)。(2a 一 30). 

4. 在 zxOy 坐标 面 内 求 一 单位 向 量 ,使 其 与 向 量 r 一 (一 2,1,3) 垂 直 . 

5. 已 知 平行 四 边 形 ABCD 的 两 条 边 对 应 的 向 量 分 别 为 A 户 = (2,1,4) 和 A 方 = 
(3,2,2) , 求 平行 四 边 形 的 面积 . 

6. 已 知 向 量 a 二 2i 一 j 十 k 和 b= 二 i 十 2j 一 k, 求 同时 垂直 于 向 量 a 和 bb 的 单位 向 量 e. 


Qa 
1. 求 与 向 量 a 二 2i 一 j 十 2k 共 线 , 且 满 足 方程 a*。r 二 一 18 的 单位 向 量 r。". 
2. 设 la|=1,1b|==5,a*，b 二 一 3, 求 laXxbl. 

3. 已 知 向 量 a 二 2i 一 3j 十 k,b 二 i 一 j 十 3k 和 c 二 i 一 2j ,计算 下 列 各 题 ; 
(1) (a* b)c—(a* ce)b; (2) (atb) Xx(bt+e); (3) (aXb) .ce. 
4. 化 简 下 列 运算 : 

(1) (2a+b) xX (a+5b); (2) [atb+2e,20+b—ecyat5bte], 


@&,4 平面 及 其 方程 
Planes and their equations 
在 空间 直角 坐标 系 下 ,前 面 几 节 给 出 了 空间 中 的 点 与 有 序 实数 .与 向 量 的 一 一 对 应 关 


系 ,并 给 出 了 向 量 及 其 运算 的 坐标 表示 ,实现 了 向 量 的 代数 化 . 由 于 空间 中 的 几何 图 形 均 可 
视 为 点 运动 的 轨迹 , 接 下 来 的 几 节 将 建立 点 的 轨迹 与 方程 的 对 应 关系 ,将 几何 问题 转化 为 研 


1.4 平面 及 其 方程 
are nT he ce 
究 其 对 应 方程 的 代数 问题 ,从 而 用 代数 方法 研究 几何 图 形 的 性 质 和 特征 . 
本 节 将 以 向 量 为 工具 ,介绍 平面 及 其 方程 


1.4.1 平面 方程 

1. 平面 的 点 法 式 方程 

设 x 是 空间 中 的 一 个 平面 ,n 是 一 个 非 零 向 量 ,车 向 量 n 与 平面 x 垂直 , 则 称 向 量 ”为 
该 平面 的 法 向 量 . 车 已 知 平面 的 法 向 量 n 二 (A,B,C) 以 及 平面 内 的 一 点 Mo (zo ,yo ,zo), 则 
该 平面 被 唯一 确定 . 
,为 建立 平面 x 的 方程 ,在 平面 内 任 取 一 点 M(z,y,z), 则 有 
MoM nm, 即 MuM .nm 一 0, 如 图 1. 28 所 示 . 易 知 ,MoM= (zx 一 zo， 
y 一 yz 一 za), 所 以 

A(z 一 zo) 十 By 一 %) 十 CC(z 一 zo) 一 0. CE La 

由 点 M 的 任意 性 可 知 ,平面 + 上任 一 点 的 坐标 都 满足 方程 
(1.12); 而 以 方程 (1. 12) 的 解 (z,y,z) 为 坐标 的 点 与 Mo 连 线 ， 
则 它们 显然 垂直 于 法 向 量 n, 即 满足 方程 (1. 12) 的 任 一 点 都 在 平 
面 x 上 .总 之 , 若 平面 和 方程 满足 这 样 的 关系 ,就 称 方程 是 平面 的 
方程 ,而 平面 为 方程 的 图 形 . 像 这 样 由 一 点 和 法 向 量 确定 的 平面 方程 称 为 平面 的 点 法 式 
方程 . 

例 1.13 求 过 点 (2,1, 一 3) 且 与 平面 3(z 一 1) 十 5(y 十 2) 十 2(z 一 2) 一 0 平行 的 平面 
方程 . 

分 析 ”两 个 平行 的 平面 有 相同 的 法 向 量 , 可 利用 平面 的 点 法 式 方程 求解 . 

解 易 见 ,平面 3Cz 一 1) 十 5Cy 十 2) 十 2(x 一 2) 一 0 的 法 向 量 为 n= 二 (3,5,2) ,因为 所 求 平 
面 与 已 知 平面 平行 , 故 所 求 平面 的 法 向 量 也 是 n, 利 用 平面 的 点 法 式 方程 (1. 12) ,所 求 平面 
方程 为 


3(z 一 2) 十 5(y 一 1) 十 2(z 十 3) 二 0， 即 3z 十 5y 十 2z 一 5. 
2. 平面 的 一 般 方程 
将 平面 的 点 法 式 方程 (1. 12) 变 形 , 整 理 得 At 十 By 十 Cz 一 (Azo 十 Byo 十 Czo) 二 0, 若 令 
一 Azxo 一 Byo 一 Czo 二 D, 则 有 


Az 十 By 十 Cz 十 D=0. (1.13) 
方程 (1. 13) 称 为 平面 的 一 般 方 程 , 它 是 一 个 关于 变量 xz,y,x 的 三 元 一 次 方程 . 事实 上 ,空间 
中 的 平面 与 三 元 一 次 方程 具有 一 一 对 应 关系 . 

关于 平面 的 一 般 方程 (1. 13) 的 几 点 说 明 . 

(1) 若 平面 通过 原点 ,将 (0,0,0) 代 和 方程 (1.13) ,得 D=0, 所 以 ,过 原点 的 平面 方程 为 
Az 十 By 十 Cz 一 0. 

(2) 若 平面 平行 于 坐标 轴 , 如 : 中 若 平面 x 平 行 于 xz 轴 , 则 平面 的 法 向 量 一 (A,B,C) 
与 工 轴 的 单位 向 量 i 一 (1:0,0) 垂 直 . 故 mi 一 0: 即 A 1 十 B*， 0 十 C。，0==0, 所 以 A=0, 故 
平行 于 xz 轴 的 平面 方程 为 By 十 Cx 十 D 二 0; @ 平 行 于 y 轴 的 平面 方程 为 Ax 十 Cx 十 D=0; 
@ 平 行 于 x 轴 的 平面 方程 为 Az 十 By 十 D=0. 特别 地 ,车 平面 过 坐标 轴 , 则 在 上 述 平行 坐标 
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轴 的 平面 方程 中 ,D 一 0. 

(3) 若 平面 平行 于 坐标 面 , 也 即 垂直 于 某 个 坐标 轴 , 如 : 中 若 平面 平行 于 xOy 面 , 即 平 
面 垂直 于 x 轴 , 故 该 平面 的 法 向 量 可 取 与 > 轴 平 行 的 任 一 非 零 向 量 (0,0,C) ,因此 平面 方程 
为 Cx 十 D=0, 即 >= 一 D/C; @ 平 行 于 yOx 坐标 面 ( 即 垂直 于 xz 轴 ) 的 平面 方程 为 Az 十 D=0; 
@@ 平 行 于 xOx 坐标 面 ( 即 垂直 于 > 轴 ) 的 平面 方程 为 By 十 D 一 0. 

为 了 便于 记忆 , 列 成 表 1. 3. 

表 1.3 一 些 特殊 的 平面 及 其 方程 


过 原点 的 平面 Az 十 By 十 Cx 一 0 
平行 于 z 轴 By 十 Cz 十 D=0 

平行 于 坐标 轴 的 平面 平行 于 > 轴 Az 十 Cz 十 D=0 
平行 于 = 轴 Az 十 By 十 D=0 
平行 于 zOy 坐标 面 Cz 二 +D=0 

平行 于 坐标 面 的 平面 平行 于 yOx 坐标 面 Az 十 D=0 
平行 于 Orz 坐标 面 By+D=0 


例 1.14 求 过 yy 轴 和 点 (一 3,2,1) 的 平面 方程 . 

分 析 根据 已 知 条 件 列 出 方程 ,参见 表 1. 3. 

解 ” 因 平面 过 y 轴 , 故 可 设 平面 方程 为 Az 十 Cx 二 0. 将 (一 3,2,1) 代 入 方程 ,得 C 一 3A， 
故 所 求 方程 为 x 十 3z=0. 

例 1.15 画 出 下 列 平面 的 草图 ,并 指出 它们 的 特点 : 

(1) 2z 十 z 一 2; (2) y=5; (3) y 一 2z 一 0. 

分 析 与 表 1. 3 对 照 , 可 以 找 出 对 应 的 特点 . 

解 (1) 2z 十 z 一 2 ,方程 中 不 含 y 项 ,因此 ,此 平面 平行 于 > 轴 , 如 图 1. 29(a) 所 示 . 

(2) y 二 5 表示 过 点 (0,5,0), 且 垂直 于 y 轴 的 平面 ,如 图 1. 29(b) 所 示 . 

(3) y 一 2z 二 0, 方 程 中 不 含 项 及 常数 项 ,所 以 该 平面 过 xz 轴 ,如 图 1. 29(c) 所 示 . 该 平 
面 与 yOz 坐标 面 的 交 线 在 平面 直角 坐标 系 yOz 中 的 方程 为 y 二 2<. 


图 1.29 


例 1.16 求 过 三 个 点 A(1,2,3),B(0,1,2),C(2,4,4) 的 平面 方程 . 

分 析 不 在 同一 直线 上 的 三 点 可 以 确定 一 个 平面 . 先 确 定 两 个 向 量 ,利用 向 量 积 确定 平 
面 的 法 向 量 , 然 后 利用 平面 的 点 法 式 方程 求解 . 此 题 也 可 以 利用 平面 的 一 般 方 程 求解 . 

解 法 一 ”容易 求 得 ,向 量 A 户 ==( 一 1, 一 1, 一 1) 和 AC 一 (1,2,1), 它 们 都 在 平面 内 . 平 


1.4 平面 及 其 方程 公 
Planes and their equations 


面 的 法 向 量 可 由 向 量 积 A 方 XAC 求 得 , 即 


i 天 
AB xAC 1 —1 —1|=i+0j—k= (1,0,—1) 
和 
因此 ,过 点 A(1,2,3) 的 平面 方程 为 
(z—])+0Cy—2)—(z 一 3)=0， 即 zx 一 z= 一 2. 


法 二 ” 设 平 面 的 一 般 方程 为 Az 十 By 十 Cx 十 D 二 0, 其 中 A,B,C,D 是 待定 系数 .由 于 过 
三 个 点 A(1,2,3),B(0,1,2),C(2,4,4) ,将 它们 代入 到 一 般 方程 ,得 如 下 方程 组 
' 十 2B 十 3C 十 D=0， 


B+2C+D=0, 
2A 十 4B 十 4C 十 D=0. 
解 之 得 A= 一 C,B==0,D= 一 2C. 于 是 得 到 平面 方程 为 x 一 z= 一 2. 
例 1.17 设 平面 与 x 轴 、y 轴 、z 轴 分 别 交 于 P(a,0,0),Q(0， 
5,0),R(0,0,0) 三 点 ,如 图 1. 30 所 示 , 其 中 a,b,c 均 不 等 于 零 , 求 该 
平面 的 方程 . 
分 析 将 这 三 点 坐标 代入 到 平面 的 一 般 方程 (1. 13) 即 可 . 
解 将 这 三 点 坐标 代入 到 平面 的 一 般 方程 (1. 13) 中 ,得 
aA+D=0, sbB+D=0, C+D=0, 


解 得 
We : i 
a b 
将 解 代入 方程 (1.13) ,并 约 去 DD, 得 
竺 十 之 十 之 二 1 (1.14) 
a b 


方程 (1. 14) 称 为 平面 的 截 距 式 方程 ,其 中 4,b,c 分 别称 为 平面 在 z 轴 ,y 轴 ,xz 轴 上 的 截 距 . 
1.4.2 空间 中 点 与 平面 的 位 置 关系 
空间 中 的 点 与 平面 的 位 置 关 系 有 两 种 : 点 在 平面 内 或 者 点 在 平面 外 . 若 点 在 平面 内 , 则 
点 的 坐标 满足 平面 方程 ; 若 点 在 平面 外 , 则 需要 研究 点 到 平面 的 


距离 . 5 
设 点 P(xzo ,yo ,zo) 是 平面 x 外 一 点 ,如 图 1. 31 所 示 , 点 MCzi， 


yi,z1) 是 平面 x 内 任意 一 点 , 则 点 PP 到 平面 x 的 距离 d 恰 为 M 方 在 
法 向 量 n 上 投影 的 绝对 值 , 即 d= 二 |Prj, MP |. 若 平面 x 的 方程 为 


Az 十 By 十 Cx 十 D==0, 根 据 向 量 的 数量 积 的 性 质 , 有 i31 
go| Pi ME I lee MI _ 1A —z)+B(y —y) +O —m) | 
ln| AA:+B iC 


| Axo + Byo + Czo — Axi — Byi1— Czi | 
和 . 
因 点 M(xzi ,yi zi) 在 平面 r 上 , 故 Azi 十 Byi 十 Czi 十 D=0, 即 Azi 十 Byi 十 Cz 二 一 D， 
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于 是 有 


让 Ce 二 到 | (1.15) 


VA Bi +0 
公式 (1.15) 为 点 到 平面 的 距离 公式 . 
例 1.18 求 点 (1,3,2) 到 平面 7x 一 4y 十 4z 十 12 二 0 的 距离 . 


分 析 利用 点 到 平面 的 距离 公式 (1. 15) 计 算 . 
解 ” 由 式 (1.15), 得 


d= LX1—4x3+4X2+12| _5 
VT 十 (一 4 十 全 3 


1.4.3 ”平面 与 平面 的 位 置 关系 


两 个 平面 的 位 置 关 系 有 相交 ,平行 和 重合 . 设 它们 的 方程 分 别 为 
ri: Arz 十 By 十 Ciz 十 Di =0，m:A4A:z 十 By 十 Czz 十 D: = 0. 
因 平面 与 三 元 一 次 方程 具有 一 一 对 应 关系 ,所 以 , 当 两 平面 重合 时 ,它们 对 应 的 是 同一 个 方 
程 . 易 见 两 平面 的 法 向 量 分 别 为 m 二 (Ai,Bi,C) 和 n, 二 (As ,Bs ,Cs), 当 两 平面 平行 且 不 重 
合 时 ,mm Xm 二 0, 有 如 下 定理 . 
定理 1.5 两 平面 平行 , 即 x /x 的 充分 必要 条 件 是 
四 
A, B, C” D， 
当 两 平面 垂直 时 ,mm。 必 天 0, 有 如 下 定理 . 
定理 1.6 两 平面 垂直 , 即 x | xs* 的 充分 必要 条 件 是 
AiA: 二 BiB; 二 CiC: = 0. 
当 两 平面 相交 时 ,两 平面 的 夹 角 定义 为 这 两 个 平面 的 法 向 量 所 


夹 的 锐角 ,如 图 1. 32 所 示 , 用 0 表示 [0<0< 皇 }). 根据 向 量 的 数量 积 


的 定义 ,计算 两 平面 的 夹 角 问 题 可 转化 为 计算 其 法 向 量 间 的 夹 角 ,于 是 有 
[me* nl| | A1A; 二 + BiB; 十 CiCs | 

cosD 
1m ll an | AT+BI+CY VAITB+G 

例 1.19 求 平面 2x+ 一 y 十 xz 十 2 二 0 与 平面 zx 十 y 十 2z 十 5 二 0 的 夹 角 . 

分 析 根据 两 平面 的 夹 角 公式 (1.16) 计 算 . 

解 易 见 ,两 平面 的 法 向 量 分 别 为 mm 二 (2, 一 1,1) 和 ns 二 (1,1,2). 

由 式 (1. 16) ,得 


cos (ri ,re ) 


(1.16) 


12x1+(—1)xi+1x2| 于 
:+1 + VE 2 


所 以 ,这 两 个 平面 的 夹 角 为 0 


cos0 


例 1.20 已 知 一 平面 通过 两 点 P,(1, 一 2,0),P:(3,0,1), 且 与 平面 2z 十 y 十 2z 十 3 一 0 
垂直 , 求 该 平面 的 方程 . 

分 析 ”可 以 假设 平面 的 一 般 方 程 为 Az 十 By 十 Cz 十 D=0, 然 后 利用 已 知 条 件 列 出 方程 
组 ,进而 求 出 待定 系数 A,B.C,D. 此 外 ,也 可 以 用 向 量 的 向 量 积 求解 . 
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解 ” 法 一 设 平面 的 一 般 方程 为 Ar 十 By 十 Cz 十 D==0. 由 于 该 平面 通过 两 点 Pi (1， 
一 2,0),P,(3,0,1), 所 以 有 A 一 2B 十 D=0 和 3A 十 C 十 D==0. 又 因为 所 求 平面 与 平面 2z 十 
y 十 2z 十 3 二 0 垂直 ,它们 的 法 向 量 的 数量 积 为 零 , 即 2A 十 B 十 2C=0. 
综 上 ,得 到 关于 待定 系数 A,B,C,D 的 线性 方程 组 为 
A—2B+D=0, 
34 二 C+D=0， 
24 十 B 十 2C 一 0， 


解 得 A=—3C,B=C,D=C. 将 其 代入 方程 Az 十 By 十 Cz 十 D==0, 并 约 去 C, 得 
37—2y—2z—7=0. 
法 二 ” 设 所 求 平面 的 法 向 量 为 n= 二 (A,B,C0). 易 见 ,向 量 PiP, 一 (2,2,1). 
由 于 所 求 平面 的 法 向 量 n 与 该 平面 内 的 向 量 P, Ps 垂直 ,又 与 平面 2x 十 y 十 2z 十 3 二 0 的 


因此 ,平面 的 点 法 式 方 程 为 3(z 一 1) 一 2(y 十 2) 一 2 一 0, 即 3z 一 2y 一 2< 一 7 一 0. 

例 1.21 求 与 平面 6z 十 3y 十 2 十 12 一 0 平行 , 且 使 点 (0,2, 一 1) 与 这 两 个 平面 的 距离 
相等 的 平面 方程 . 

分 析 与 已 知 平面 平行 的 平面 方程 可 假设 为 6z 十 3y 十 2* 十 D=0, 再 利用 点 到 平面 的 
距离 公式 (1. 15) 求 解 . 

解 ” 设 所 求 平面 方程 为 6x 十 3y 十 2z 十 D==0. 又 因为 点 (0,2, 一 1) 与 这 两 个 平面 的 距离 
相等 ,所 以 有 


10 十 6 一 2 十 12| ~- 10 十 6 一 2 十 了 |， 
6 二 3 十 2 6 十 3 十 2 
解 之 得 ,D= 一 20. 于 是 所 求 平面 方程 为 6z 十 3y 十 2 一 20 一 0. 
习 二 题 汪 1.4 


思考 / 题 


1. 平面 的 点 法 式 方程 .一 般 式 方程 及 截 距 式 方 程 是 如 何 相互 转化 的 ? 

2. 讨论 当 平面 方程 Az 十 By 十 Cz 十 D 二 0 的 各 参数 A,B,C,D 中 至 少 有 一 个 为 零 时 ， 
对 应 的 平面 各 有 什么 特点 ? 

3. 如 何 判 断 两 个 平面 的 位 置 关 系 ? 
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1. 按照 下 列 条 件 求 平面 的 方程 

《了 起 三 二 太一 丰 , (25 一 和 的 布 避 (35535 亨 

(2) 过 点 A(1, 一 3,3) 和 点 B(2,5,3) 且 垂直 于 z 十 y 一 = 一 0; 
(3) 过 点 (一 1,2, 一 3) 和 y 轴 ; 

(4) 过 点 (一 1,2, 一 3), 且 平行 于 yOz 坐标 面 ; 

《5) 过 点 (15253) ,县 平 行 于 平面 22 二 25 十 二 5 

2. 求 下 列 平面 之 间 夹 角 的 余弦 : 

(1) 平面 x 一 3y 十 2z 二 4 与 坐标 面 zxOy,yOz,zOrzr; 

(2) 平面 x 十 y 十 z 二 1 和 平面 3z 一 y 一 = 一 3. 

3. 求 点 (1,2,4) 到 平面 x 一 2y 十 2z 二 3 的 距离 . 

4. 求 一 平面 垂直 且 平 分 点 (1, 一 3,3) 和 点 (2,5,3) 的 连 线段 . 


1. 按照 下 列 条 件 求 平面 的 方程 
(1) 过 点 已 (一 2,0,4) 且 与 两 平面 2z 十 y 一 = 一 0,z 十 3y 十 1 一 0 都 垂直 ; 


(2) 过 点 A(1,3,3) 和 点 B(2,5,3), 且 与 yOz 坐标 面 夹 角 为 9 地 


2. 求 与 平面 87 十 y 十 2z 十 5 二 0 平行 且 与 三 个 坐标 平面 所 构成 的 四 面体 体积 为 1 的 平 
面 方程 . 


3. 设 平面 的 截 距 式 方程 为 和 十 六 十 主 一 1,d 为 原点 到 该 平面 的 距离 ,证 明 : 


a 
名 
A 

S| 


4. 求 平面 2z 一 y 十 zx 一 7 与 x 十 y 十 2z 二 11 所 构成 的 两 个 二 面 角 的 角 平 分 面 的 平面 
方程 . 


@,5 空间 直线 及 其 方程 
Spatial lines and their equations 
在 空间 解析 几何 中 ,由 于 问题 给 定 的 条 件 不 同 ,空间 直线 方程 的 表示 形式 也 有 所 不 同 . 
本 节 将 首先 给 出 直线 的 一 般 方程 点 向 式 ( 对 称 式 ) 方 程 、 参 数 式 方程 两 点 式 方程 ; 然后 讨 
论点 、 直 线 . 平 面 之 间 的 位 置 关 系 . 
1.5.1 空间 直线 方程 


1. 直线 的 一 般 方程 
在 空间 直角 坐标 系 中 ,已 知 两 个 平面 的 方程 分 别 为 
m: Aiz 十 By 十 Ciz 二 D = 一 0 和 m:A4Az 十 By 十 Cz< 十 Ds = 0. 


1.5 ”空间 直线 及 其 方程 

Sharial in mr the carr ES 
如 果 两 个 平面 相交 (它们 的 法 向 量 的 分 量 不 是 对 应 成 比例 , 即 Ai : 
Bi: C1 了 As: Bs: Cs), 如 图 1.33 所 示 , 则 它们 的 交 线 工 为 直线 , 方 


程 为 
Aiz 十 Bly 十 Clz 十 D, = 0， 


A:z 十 B:y 十 Czz 十 D: = 0, 
称 其 为 空间 直线 的 一 般 方 程 . 
2. 直线 的 点 向 式 方程 
由 平面 解析 几何 的 知识 可 知 ,在 平面 直角 坐标 系 中 的 直线 方程 有 点 斜 式 的 表示 形式 , 即 
过 一 点 且 已 知 直线 的 斜率 就 能 写 出 该 直线 的 方程 . 在 空间 直角 坐标 系 中 , 若 已 知 直线 工 通 
过 定点 Mo(zo,yoyzo), 且 与 非 零 向 量 s= (mw ,2,p) 平 行 , 则 该 直线 被 
唯一 确定 ,如 图 1. 34 所 示 , 称 向 量 s 为 直线 工 的 方向 向 量 (direction 
vector). 显然 ,与 该 直线 平行 的 向 量 都 可 以 作为 它 的 方向 向 量 . 
在 L 上 任 取 一 点 M(z,y,z), 作 向 量 MIM= (z 一 zy 一 %， 
z 一 0), 则 Mo 及//s, 由 定理 1. 3 的 推论 得 
Te (1.18) 
m n p 图 1.34 
反之 ,车 点 M(x,y,x) 的 坐标 满足 式 (1.18), 则 Mo 以//s, 因 M。 
点 在 直线 LL 上 , 故 M 点 也 在 直线 L 上 .因此 式 (1. 18) 是 直线 工 的 方程 , 称 为 直线 的 点 向 式 
方程 ,也 称 为 直线 的 对 称 式 方程 或 标准 方程 . 
注 因为 是非 零 向 量 , 故 其 分 量 m,n 和 pp 不 能 同时 为 零 , 若 其 中 某 个 分 量 为 零 时 ,如 
前 所 述 , 则 规定 对 应 的 分 子 为 零 ,例如 ,m==0, 则 zx 一 zo 二 0, 直 线 的 标准 方程 为 


LZ _ IW zw 
0 n p 
即 
并 一 To 一 0 
y 一 ye 二 一 2 
n p 


它 表 示 该 直线 是 由 平面 x 一 zo 一 0( 过 工 一 zo, 且 平行 于 yOx 的 平面 ) 和 平行 于 zx 轴 的 平面 
汪汪 关 相 交 而 成 

例 1.22 求 过 点 Mo(2,1,3), 且 与 平面 x: 2x 十 y 一 4z 一 3 二 0 垂直 的 直线 方程 也 . 

分 析 与 平面 垂直 的 直线 的 方向 向 量 恰好 平行 于 平面 的 法 向 量 ,利用 直线 的 点 向 式 方 
程 (1. 18) 求 解 . 

解 设 点 M(z,y,z) 是 直线 LL 上 的 任意 一 点 . 易 见 ,平面 的 法 向 量 为 n 二 (2,1, 一 4). 因 
为 LlLx, 所 以 直线 的 方向 向 量 s 平行 于 平面 的 法 向 量 n, 即 s/n, 故 直线 的 方向 向 量 可 取 为 
s 二 (2,1, 一 4)(k 为 常数 ) ,进而 直线 工 的 点 向 式 方程 为 


Z 一 2 _ ?一 1 _ 一 3 
2 了 三 本 
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2z 一 3y 十 z 一 0， 
例 1.23 经 过 点 (一 2,3,1) 且 平行 于 直线 | 的 直线 工 的 方程 . 
ZX 二 5y 一 2z 二 0 
分 析 ” 先 求 出 直线 的 方向 向 量 ,然后 给 出 直线 的 点 向 式 方程 . 直线 的 方向 向 量 可 以 用 两 
个 平面 的 法 向 量 的 向 量 积 求 得 . 


解 易 见 ,直线 二 的 方程 是 一 般 方程 的 形式 ,所 以 它 的 方向 向 量 为 51 二 m Xns, 即 


i 大 
=mXn=|2 -3 1|=i+5j+13k= (1,5,13). 
1 5 一 2 


由 已 知 可 得 ,所 求 直线 的 方向 向 量 可 以 取 为 s=% 一 (1,5,13) ,于 是 过 点 (一 2,3,1) 且 平行 于 
直线 Li 的 直线 方程 为 


3. 直线 的 参数 式 方程 
在 点 向 式 方程 (1.18) 中 , 令 丰 一 一 业 一 一 一/, 则 可 得 到 直线 的 参数 方程 


T= XoTmts 

: 二 yo 十 Wt， (+ 为 参数 ). C1 19) 
z 一 2zo 十 如 

显然 , 当 t 取 遍 全 体 实数 时 ,满足 方程 组 (1.19) 的 所 有 点 均 在 直线 LL 上 .方程 组 (1. 19) 称 为 

直线 工 的 参数 式 方程 . 


一 2y 十 3z 十 8 一 0， 
例 1.24 已 知 直线 工 的 一 般 方 程 为 | 试 写 出 工 的 一 个 方向 向 量 s， 


Xx—2y—z=0， 
并 求 工 的 点 向 式 方程 和 参数 式 方程 . 

分 析 此 题目 标明 确 , 即 先 求 出 直线 的 方向 向 量 , 然 后 在 直线 上 任 取 一 点 即 可 . 由 于 直 
线 的 方向 向 量 与 两 个 平面 的 法 向 量 均 垂 直 , 因 此 可 以 用 平面 的 法 向 量 的 向 量 积 求 得 ; 直线 
上 的 点 可 以 通过 寻找 方程 组 的 特殊 点 求 得 . 

解 易 见 , 因 直 线 工 同时 属于 两 个 平面 , 故 工 的 方向 向 量 s 与 两 个 平面 的 法 向 量 均 垂 
直 , 所 以 s/m Xma ,因为 


: i ’ 一 2 3 3 1 和 一 
sie se 2 
一 


所 以 ,可 取 革 的 一 个 方向 向 量 为 * 一 (2,1,0). 
为 求 工 的 点 向 式 方程 ,只 需 再 给 出 L 上 任意 一 点 的 坐标 即 可 . 解 两 平面 组 成 的 方程 组 
得 z= 一 2 及 x 一 2y 二 一 2, 故 点 M(0,1, 一 2) 在 直线 L 上 .于 是 直线 工 的 点 向 式 方程 为 
.st z+2 


2 1 0 


容易 求 得 ,直线 的 参数 式 方程 为 


r= 2t, 
: 二 1 十 t:， (为 参数 ). 


1.5 空间 直线 及 其 方程 分 
Spatial lines and their equations 
4. 直线 的 两 点 式 方程 


在 平面 直角 坐标 系 中 通过 任意 两 点 可 以 确定 且 唯 一 确定 一 条 直线 ,这 个 结论 对 空间 直 
角 坐 标 系 依然 成 立 . 设 空 间 直 线 虐 经 过 两 点 Mi (zi ,yz ) 和 Ma(zs yx) , 则 向 量 MMX 
为 直线 工 的 一 个 方向 向 量 . 设 点 M(x,y,z) 是 直线 工 上 任意 一 点 , 则 MiMM//MiM, 故 
TY (1.20) 
2 一 1 ye Z2 一 区 1 
称 式 (1. 20) 为 直线 工 的 两 点 式 方程 . 
由 式 (1. 20) 也 可 得 到 对 应 的 参数 式 方程 
: 一 Zi 十 上 zz 一 ZI)， 


y 一 尹 十 ty 一 内 )， (为 参数 ). 
zz 一 2I 十 1zz 一 2) 


1.5.2 空间 中 直线 间 的 位 置 关 系 


在 空间 直角 坐标 系 中 ,两 直线 的 位 置 关系 可 分 为 两 类 , 即 共 面 和 异 面 ( 异 面 直线 这 里 不 
予以 研究 ). 共 面 直线 又 包含 平行 重合 和 相交 . 下 面 讨论 空间 中 两 条 共 面 直线 L, 和 氏 ; 的 位 
置 关系 , 设 它们 的 点 向 式 方程 分 别 为 


亲 一 曾 天 mk 
Ls 1 = 和 $1 = (op1); 
mu m1 pi 


TX WS EA 
Ls ~ i (m2 ,712 » po). 
ms N12 pz 


若 两 直线 平行 , 则 它们 的 方向 向 量 平行 (s， /so), 即 型 一 型 一 全, 且 Li 上 的 点 不 在 LL 


上 ; 若 两 直线 重合 , 则 它们 的 方向 向 量 平行 , 且 Li 上 的 点 均 在 LL 上,L, 上 的 点 也 均 在 Li 
上 ; 若 两 直线 相交 , 则 应 有 wm : mm : pi 闫 ms : no : ps. 

下 面 给 出 两 直线 的 夹 角 公 

两 直线 方向 向 量 所 夹 的 角 称 为 两 直线 的 夹 角 , 即 和 (si,ss) 二 0(0 壹 9). 由 两 向 量 的 
数量 积 的 定义 知 


nmz 十 721712 十 pips (1.21) 
mi 二 ni 二 pi Vmi 十 nz 十 pz 

由 式 (1. 21) 直接 可 得 如 下 定理 

定理 1.7 两 条 直线 L, 和 L 垂直 , 即 六 | L; 的 充分 必要 条 件 是 mms 十 m7 十 Pip 二 0. 

例 1.25 判断 如 下 两 组 直线 的 位 置 关系 . 若 它 们 既 不 重合 ,又 不 平行 , 求 出 它们 的 
夹 角 : 


i a PR, i Wn 工 一 2 
(1) 直线 Li: 二 i 一 和 直线 LL,: 一 > 二 


cosO 


Z 一 1 2 十 1 一 2 和 十 线 J .ZI 2 一 3 一 z 十 1 
(2) 直线 LL: I —3 2 和 直线 La : 二 6 = 


分 析 利用 两 条 直线 的 方向 向 量 的 关系 判断 . 如 车 需要 ,利用 式 (1. 21) 求 两 直线 的 
夹 角 . 
解 (1) 易 见 ,直线 L! 和 工 ; 的 方向 向 量 分 别 为 5 二 (1, 一 4,1) ,ss 二 (一 2,2,1). 它们 


多 第 1 章 向 量 代数 与 空间 解析 几何 
Vector algebra and analytic geometry in space 


既 不 平行 ,也 不 垂直 . 由 式 (1. 21) ,不 难 求 得 两 直线 的 夹 角 余 弦 为 


1X (一 2) 十 (一 4)X2 十 1X1 一 9 V2 
1 十 (一 4 十 1 V( 一 2)? 十 2 十 1 3V2X3 2 


因此 ,直线 L, 和 的 夹 角 为 2 


cosO 


(2) 易 见 ,直线 L! 和 工 ; 的 方向 向 量 分 别 为 $1 二 (1, 一 3,2),ss 二 (一 2,6, 一 4), 所 以 
ss 二 (一 2)s1. 由 于 这 两 条 直线 通过 不 同 的 点 ,并 且 这 两 个 点 不 在 同一 直线 上 ,因此 ,它们 是 
平行 关系 ,并 且 不 重合 . 


1.5.3 ”直线 与 平面 的 位 置 关 系 


在 空间 直角 坐标 系 中 ,直线 与 平面 的 位 置 关系 有 直线 在 平面 内 、 直 线 与 平面 平行 和 直线 
与 平面 相交 .下面 讨论 它们 之 间 的 位 置 关 系 . 设 直 线 与 平面 的 方程 分 别 为 


L, -Xo -2 一 加 _ 2— 
” m n p 


Ax: Ar 二 By 十 Cz 二 +D=0. 
其 中 工 过 点 Mo (zo,yoszo), 方 向 向 量 为 8 二 (m,n,p) ,平面 x 的 法 向 量 为 n 二 (A,B,CO). 于 
是 有 如 下 定理 . 
定理 1.8 (1) 直线 在 平面 内 的 充 要 条 件 是 : s Ln 且 MoEx, 即 
尖 十 Br 十 Cb 一 0， 


Ar 十 By 十 Cxo 十 也 =0. 
(2) 直线 与 平面 平行 的 充 要 条 件 是 : s | n 有 目 M。4x, 即 
人 +Bn+Cp 一 0， 


Axo 十 Byo 十 Czo 十 D0. 
(3) 直线 与 平面 相交 的 充 要 条 件 是 : 
Am 十 Bn 十 Cp 天 0. 

进一步 , 当 直 线 与 平面 相交 时 ,将 直线 和 它 在 该 平面 内 的 投影 所 成 的 锐角 称 为 直线 与 平 
面 的 夹 角 , 如 图 1. 35 所 示 ,9 即 为 直线 与 平面 x 的 夹 角 . 若 直线 的 方向 向 量 * 与 平面 的 法 
向 量 n 的 夹 角 为 9, 则 有 
|s*enl| | mA 二 TnB 十 pC | 
lsllnl np A +B iC 


sing = | cosO 


由 此 式 直接 可 得 下 面 的 定理 . 
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定理 1.9 直线 与 平面 + 垂直 , 即 |x(s//n) 的 充分 必要 条 件 是 : 加 == 篆 = 双 


1.5.4 平面 束 


将 通过 空间 中 同一 直线 的 所 有 平面 的 集合 称 为 有 轴 平 面 束 ,这 条 直线 称 为 平面 束 的 轴 . 
类 似 地 ,将 空间 中 平行 于 同一 平面 的 所 有 平面 的 集合 称 为 平行 平面 束 . 
对 于 两 类 平面 束 , 有 如 下 定理 . 


Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 D=0 
定理 1.10 设 直线 的 一 般 方程 为 | 


” 则 过 工 的 平面 束 方程 为 
Asz 十 By 十 Cxz 十 D 一 0， 


(Aiz 十 Biy 十 Clz 十 D,) 十 MCA:z 十 Bay 十 Cz 十 D:) = 0， 《22) 
其 中 为 参数 . 式 (1. 22) 包 含 了 除 平面 Asx 十 Bsy 十 Cx 十 Ds 二 0 外 的 所 有 过 工 的 平面 . 
定理 1.11 所 有 与 平面 x: Az 十 By 十 Cz 十 了 =0 平行 的 平面 束 方程 为 


Azr 十 By 十 Cz 十 4 = 二 0 (4 为 参数 ). CL,23 
例 1.26 求 同 时 通过 点 P(2,1,0) 和 直线 上: z 一- 所 一 的 平面 方程 


分 析 ”本题 可 以 使 用 两 种 方法 求解 . (1) 求 出 平面 方程 的 法 向 量 , 即 可 求 得 点 法 式 方程 
(2) 利 用 平面 束 的 方法 ,此 题 需要 先 将 直线 L 改写 为 一 般 方 程 . 

解 法 一 易 知 ,直线 工 过 点 M( 一 1,0,2), 且 方向 向 量 为 = 二 (2, 一 1,3), 则 平面 的 法 
向 量 为 


i jk 
n= PM Xs 3 一 1 2 ii 十 137 十 5 
| 


于 是 通过 点 P(2,1,0) 的 平面 的 点 法 式 方程 为 
(z 一 2) 十 13(y 一 1) 十 5< 一 0， 即 zx 一 1l3y 一 5z 十 11 = 0. 
21_ 


十 2y 十 1 一 


! 多 其 一 般 方 程 为 全 
z—2 y 
重 : 


Qs 
法 二 、 因 直线 工 可 改写 为 于 是 过 直线 L 


的 平面 束 方程 为 
(十 2y 十 1) 十 (3y 十 = 一 2) 一 0. 
由 于 所 求 平面 过 PC(2,1,0), 将 PP 点 代入 到 上 式 , 得 4 二 一 5. 故 所 求 平面 为 
Zz—13y—5z 十 ll1 = 0, 


习题 1.5 


思 ; 考 / 题 


1. 如 何 将 直线 的 一 般 方 程 转 化 为 点 向 式 方程 ? 
2. 如 何 判 别 直线 与 直线 、 直 线 与 平面 的 位 置 关系 ? 
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| 


1 


3. 如 何 求 不 在 直线 上 的 点 到 该 直线 的 距离 ? 


1. 按照 下 列 条 件 分 别 求 各 直线 的 方程 : 


(1) 过 点 M(2,1,3) 且 与 直线 工 -一 一 -平行 


(2》 过 点 .AA(25 一 352) 和 点 B(1;4,3)3 

(3) 过 点 M(1, 一 3,2) 且 与 y 轴 垂 直 相 交 ; 

(4) 过 点 (一 1,2, 一 3), 且 垂直 于 yOz 坐标 面 . 

2. 判断 下 列 直 线 和 平面 的 位 置 关系 , 若 不 平行 , 求 直 线 和 平面 的 夹 角 的 余弦 ; 


(1) 直线 2 一 2 一 和 上 和 平面 x 十 2y 一 = 一 3 一 0 


一 3_ 3 十 2 
(2) 直线 I = 


it a PN a | 
(3) 直线 了 三 1 


3. 判断 下 列 直 线 的 位 置 关 系 , 若 不 平行 , 求 两 直线 的 夹 角 的 余弦 ， 


Ty el 郊 下 Li 2 一 -二 二 ii， 
(1) 直线 一 7 5 3 和 直线 一 7 4 6 


一 和 和 平面 2 43y 十 2= 十 1 一 0; 


和 平面 2z 十 2y 十 十 5 一 0. 


| J i 
(2) 直线 一 一》 一 2 和 直线 5 一 一 由 一 9 


2 ,et a nt | 
和 直线 一 7 = 1 


二 党 
名 1 


Zz 二 2y 十 z 一 1==0 


(3) 直线 二 > 


4. | “转化 为 点 向 式 方程 


一 2y 十 z 十 1=0 
z=1+z, 
ea- 平和 有 
z=2 二 t 


ZX 二 +y 一 3z 一 3=0， 
5. 证 明 ; | 


一 ?十 z 十 2 一 0 


1. 求 过 点 M(2,1,3) 且 与 直线 < 一 了 一 二 委 直 相交 的 直线 方程 ， 


2. 求 点 M(4,3,0) 关 于 直线 2 一 "一 


对 称 的 点 . 


3. 求 点 M(1,2,3) 到 直线 子 一 巡 半 一 汪 沁 的 距离 . 


4. 求 过 点 M(1,1,1), 与 已 知 平 面 3x 一 y 十 2z 一 1 二 0 平行 , 且 与 直线 5 一 一 


相交 的 直线 方程 . 


y 二 1 
2 
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5. 求 过 点 M(1,1,0) 上 且 同 时 垂直 于 直 线 * 了 一 1 一 和 直线 < 一 > 一 们 的 
直线 方程 . 
6. 证 明 ; 空间 三 点 Mi (zisyi ,xz1) ,Mz (zz ,ys ,zz) ,Ms3(xs,ya,z3) 共 线 的 充 要 条 件 为 
ZT3—XI ,tp | E24| 
T2271 光一 Z2 一 二 
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1.6.1 空间 曲面 及 其 方程 


在 现实 生活 中 ,很 多 物体 的 表面 都 是 空间 曲面 . 对 于 空间 曲面 的 研究 ,可 将 其 视 为 具有 
某 种 性 质 的 动 点 运动 而 成 的 轨迹 ,进而 通过 建立 点 的 坐标 x,y,x 间 的 表达 式 , 即 用 方程 
F(z,y,x) 二 0 来 刻画 .例如 ,空间 平面 是 特殊 的 空间 曲面 , 它 是 用 三 元 一 次 方程 来 刻画 的 . 

1. 空间 曲面 的 一 般 方程 

定义 1.11 一 般 地 ,如 果 空 间 曲 面 S 与 三 元 方程 F(z,y,z)==0 之 间 存 在 如 下 关系 : 

(1) 空间 曲面 S 上任 一 点 的 坐标 都 满足 方程 F(z,y,x) 二 0; 

(2) 满足 方程 F(z,y,x) 二 0 的 点 都 在 空间 曲面 S 上 , 则 称 
F(z,y,x) 王 0 为 空间 曲面 S 的 方程 ,空间 曲面 S 为 方程 的 图 形 ,如 
图 1. 36 所 示 . 

例 1.27 求 到 定点 Mo (zo ,yo ,xo) 的 距离 等 于 定 长 R 的 动 点 的 


?Fx,y, 2)=0 


轨迹 . 
分 析 利用 两 点 间 的 距离 公式 求解 . 图 1.36 
解 ” 设 M(x,y,z) 是 该 轨迹 上 的 任 一 动 点 , 依 题 意 ,有 |MM | = 

R, 由 两 点 间距 离 公 式 得 


(Zz—Zz0)? 十 (y 一 y0)? 十 (z 一 zo)? Rs 
即 

(TC—X0) 二 (y—y) 二 +(z— zo)’ Rs (1.24) 
式 (1. 24) 称 为 球 心 在 Mo (xo ,yo ,zo) ,半径 为 R 的 球面 方程 . 特别 地 , 当 球 心 为 原点 O(0,0， 
0) 时 ,球面 方程 为 


zy 十 xz = R’, 
2. 空间 曲面 的 参数 方程 
由 平面 解析 几何 的 知识 知道 ,平面 内 的 曲线 可 由 一 个 参数 来 刻画 ,例如 平面 内 半径 为 尺 


cos0, 
ee (9 为 参数 ). 类 似 地 ,空间 中 的 曲面 也 可 以 用 参数 来 刻 
y=Rsint 


画 , 但 它 需 要 两 个 参数 ,通常 记 作 


的 的 参数 方程 可 表示 为 | 
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工 一 工 (Ku)， 
-se (u,v 为 参数 )， (1.25) 
z= z(u,v) 
式 (1. 25) 称 为 曲面 的 参数 方程 . 
例 1.28 写 出 球 心 在 原点 ,半径 为 R 的 球面 的 参数 方程 . 
分 析 分 别 利用 向 量 在 坐标 面 和 坐标 轴 上 的 投影 及 向 量 
的 坐标 表示 . 
解 ”在 球面 上 任 取 一 点 M(x,y,x), 设 M 在 zxOy 坐标 面 
上 的 投影 为 点 N ,点 N 在 zx 轴 上 的 投影 为 点 也, 如 图 1. 37 所 
示 , 则 


OV = ON + NM = OP +PN + NM. 
写 出 各 向 量 的 坐标 分 解 式 , 有 Cl 
NM= |OM| cosgk =Reosgk , 
OF=|0Pli=|ON |costi= |OM |singcosti =Rsingcosbi, 
PN= IPN|j= ION | singj =|OM| singsin0j 一 Rsinpsin0y ， 


于 是 
OM = Rsingcos0i + Rsingsinbj + Reospk. 
由 上 式 可 得 球 心 在 原点 ,半径 为 R 的 球面 的 参数 方程 为 
z= Rsingcos0, 
: 一 Rsinpsing， (9,9 为 参数 )， (1.26) 
z= Reosp 


其 中 0<p<x,0<0<2x. 
类 似 地 ,如 图 1. 38 所 示 , 以 = 轴 为 对 称 轴 , 底 面 半 径 为 尺 的 贺 
柱 面 的 参数 方程 为 
: = Reos0, 


y 二 Rsin9， (9, 为 参数 )， (1.27) y 
= | 
其 中 0 委 和 % 委 2x, 一 cc<<x<co. 


1.6.2 空间 曲线 及 其 方程 
1. 空间 曲线 的 一 般 方 程 图 1.38 
在 空间 直角 坐标 系 中 ,空间 曲线 可 看 做 两 个 空间 曲面 的 交 线 . 
设 两 个 曲面 F(x,y,x) 二 0 和 G(xz,y,z) 二 0 的 交 线 为 C, 则 C 上 的 任 一 点 的 坐标 都 同时 
满足 这 两 个 方程 ; 反之 ,坐标 同时 满足 这 两 个 曲面 方程 的 点 一 定 在 交 线 C 上 . 因而 方程 组 
F(zr,y,z) 一 0， 


(1.28) 
G(r,y,z)=0 


表示 交 线 C ,方程 (1. 28) 称 为 空间 曲线 C 的 一 般 方程 . 


1.6 空间 曲面 .曲线 及 其 方程 
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例 1.29 来 平面 计生 二 十 本 一 与 三 个 坐标 面 的 交 线 方程 . 
解 平面 地 十 于 十 村 = 与 三 个 坐标 面 的 交 线 都 是 直线 ,如 图 1. 39 


由 |[ 池 十 郑 十 主 =1， 9 
所 示 ,与 zxOy 坐标 面 的 交 线 方程 为 | 2 1 3 与 xOz 坐标 面 的 交 


=0s 


引力 本 为 | 113 1 与 y0: 坐标 面 的 交 线 的 方程 


2 十 办 十 一 4， 
例 1.30 | 表示 怎样 的 图 形 ? 


三 ， 
解 组 | 表示 以 (0,0,0) 为 球 心 ,2 为 半 


径 的 球面 被 平面 x===1 所 截 ,将 x=1 代入 到 球面 方程 中 ,得 x? 十 
如 一 3, 即 交 线 为 平面 >=1 上 以 (0,0,1) 为 圆心 .V3 为 半径 的 圆 ， 
如 图 1. 40 所 示 . 1. 40 
2. 空间 曲线 的 参数 方程 
在 研究 动 点 的 曲线 运动 轨迹 时 ,常用 参数 方程 表示 . 若 空间 
曲线 C 上 的 任 一 点 的 坐标 x ,y,z 都 可 表示 为 参数 1 的 函数 , 即 


T= 7x(1), 

ye (1 为 参数 ). (1. 29) 
z= z(t) 

当 + 取 遍 其 变化 范围 的 所 有 值 时 ,就 会 得 到 C 的 全 部 点 . 称 方程 (1. 29) 为 曲线 C 的 参数 

方程 . 

例 1.31 若 空间 一 点 M 在 圆柱 面 方 程 x? 十 y* 二 a* 上 以 角速度 
w 绕 > 轴 旋 转 , 同 时 又 以 线 速度 v 沿 平行 于 < 轴 的 正方 向 上 升 (其 中 
wsv 均 为 常数 ), 则 点 M 运动 的 轨迹 为 螺旋 线 ,如 图 1. 41 所 示 , 试 建 
立 其 参数 方程 . 

解 ” 取 时 间 + 为 参数 ,在 二 0 时 刻 , 动 点 从 点 A(a,0,0) 开 始 运 
动 ,经 过 时 间 t 后 , 动 点 位 于 点 M(z,y,z). 设 点 M 在 zOy 面 投影 为 
M', 则 M 的 坐标 为 (x,y,0). 从 点 A 到 点 M, 动 点 M 旋转 的 角度 为 
0 二 wt, 上 升 的 高 度 为 |I MM | 二 vt, 因 此 有 


T= acoswt, 
y 一 asinot ， (1 为 参数 ). (1..30) 


之 一 7 
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这 就 是 螺旋 线 的 参数 方程 . 


习 三 题 二 1.6 


人 可 

1. 求 到 点 Mi (一 1,2,0) 和 点 Ms(2, 一 1,3) 等 距离 的 动 点 的 全 体 所 构成 的 曲面 方程 . 
. 求 过 点 (2,1,5) 且 与 三 个 坐标 平面 相 切 的 球面 方程 . 

3. 动 点 M 到 平面 z= 二 4 的 距离 为 到 点 (1,0,0) 的 距离 的 2 倍 , 求 动 点 M 的 轨迹 方程 . 


zx: 二 yy 十 z= 二 9， 
4 直线 方程 | 的 参数 方程 


yj 二 区 


5 


@&,7 几 类 特殊 的 曲面 及 其 方程 


Several special surface and their equations 


1.7.1 母线 平行 于 坐标 轴 的 柱 面 方程 

1. 柱 面 的 一 般 方 程 

定义 1.12 动 直线 工 平 行 于 某 一 给 定 方向 , 且 沿 定 曲线 C 移动 所 形成 的 轨迹 称 为 柱 面 
(cylinder). 定 曲 线 C 称 为 柱 面 的 准 线 (directrix) , 动 直线 工 称 为 柱 面 的 母线 (generatrix) ,如 
图 1. 42 所 示 . 

下 面 将 以 平行 于 < 轴 的 圆柱 面 为 例 , 讨 论 母 线 平行 于 坐标 轴 的 


柱 面 方程 . s 

如 图 1. 43 所 示 , 圆 柱 面 母线 平行 于 x 轴 , 曲线 C 为 圆柱 面 在 
ZzOy 坐标 面 内 的 准 线 圆 ,其 平面 坐标 系 下 的 方程 表示 为 x 十 yx 二 c 
R?. 设 点 M 为 准 线 贺 上 任意 一 点 , 则 M 一 定 在 圆柱 面 上 ,车 M 的 空 图 1.42 


间 坐 标 为 Czo,y ,0), 则 zo ,yo 满足 如 十 y 二 R*. 对 于 圆柱 面 上 过 M 
点 且 平 行 于 x 轴 的 直线 L 上 的 任意 一 点 ,其 坐标 (zo ,yo,z) 都 满足 方 
程 召 十 汉王 R*. 由 M 的 任意 性 可 知 ,圆柱 面 上 任意 一 点 的 坐标 都 满 
中 x 十 二 R?; 反之 ,方程 x? 十 y* 二 R? 的 解 也 一 定 在 圆柱 面 上 , 故 
方程 x? 十 y* 二 R? 表示 母线 平行 于 = 轴 , 半 径 为 R 的 圆柱 面 . 

在 zOy 坐标 面 上 的 曲线 方程 F(zx,y) 二 0 在 空间 直角 坐标 系 中 
表示 母线 平行 于 < 轴 , 以 曲线 F(z,y) 二 0 为 准 线 的 柱 面 ; 类 似 地 ,在 
空间 直角 坐标 系 中 ,不 含 y 而 只 含 zx,z 的 方程 G(x,x) 二 0 表示 母线 
平行 于 > 轴 的 柱 面 ; 不 含 xz 而 只 含 y,z 的 方程 有 H(y,z) 二 0 表示 母 
线 平行 于 xz 轴 的 柱 面 . 

例如 ,方程 y 二 2z 表示 母线 平行 于 = 轴 , 以 zOy 坐标 面 上 的 抛物 线 % 一 2z 为 准 线 的 


抛物 柱 面 ,如 图 1.44(a) 所 示 ; 方程 一 可 十 守 一 1 表示 杯 线 平行 于 y 轴 , 以 =Or 坐标 面 上 的 


图 1.43 
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双 脂 线 一 李 十 竺 二 1 为 准 线 的 双 明 柱 面 ,如 图 1. 44(D) 所 示 ; 方程 < 十 y 一 2 二 0 表示 母线 平 
行 于 x 轴 , 以 xOy 坐标 面 上 的 直线 y= 一 x 十 2 为 准 线 的 柱 面 , 即 平面 ,如 图 1.44(c) 所 示 . 


2. 投影 柱 面 的 方程 
设 空间 曲线 C 的 一 般 方程 为 


F(x,y,z) 一 0， 
7s | C1. 31) 
G(ry,z) = 0. 
如 果 将 方程 (1. 31) 中 的 = 消去 ,得 到 的 方程 为 
H(zx,y) = 0. (1.32) 


显然 ,方程 (1. 31) 是 一 个 以 C 为 准 线 ,母线 平行 于 > 轴 的 柱 面 , 称 这 一 柱 面 为 C 在 zOy 坐标 
面 内 的 投影 柱 面 . 进一步 地 ,曲线 
H(zx,y) 一 0， 
三 内 
称 为 C 在 xOy 坐标 面 内 的 投影 曲线 . 
类 似 地 ,将 方程 (1. 27) 中 的 zx 和 > 分别 消 去 得 投影 柱 面 方程 为 
TI(y,z) 一 0 和 J(zx,z)=0. 
进一步 ,C 在 yOx 坐标 面 和 在 xOz 坐标 面 内 的 投影 曲线 分 别 为 
人 一 0， ee 一 0， 


?3 一 0. 
一刀 十 史 ， 

例 1.32 求 曙 线 C， | ” ”在 zxOy 坐标 面 的 投影 柱 面 方程 和 投影 明 线 方程 . 
一 4 

解 该 曲线 实际 上 是 = 一 心 十 中 与 平面 :二 4 的 交 线 


Pf 2 


从 广 和 组 | “中 消去 = 得 到 方程 为 z? 十 y 二 4, 故 曲线 C 在 xzOy 坐标 面 的 投 
一 4 

?十 只 一 4， 
影 柱 而 方程 为 二 一 4 投影 册 线 方程 为 [ 

Zz 一 0. 


1.7.2 旋转 曲面 
定义 1.13 在 空间 直角 坐标 系 中 ,一 条 曲线 C 绕 一 条 定 直 线 工 旋转 一 周 所 生成 的 曲面 
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称 为 旋转 曲面 (rotating surface). 曲线 C 称 为 旋转 曲面 的 母线 , 定 直线 L 称 为 旋转 轴 . 这 里 


仅 讨论 坐标 面 内 的 曲线 绕 坐 标 轴 旋 转 而 生成 的 旋转 曲面 方程 . 


f(yi2) = 


05 
设 yOz 坐标 面 上 的 曲线 C 的 方 各 为 [ 将 这 条 曲线 绕 = 


一 0， 

轴 旋 转 一 周 ,就 得 到 一 个 以 = 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 ,如 图 1. 45 所 示 . 
设 M(0,yo,zo) 是 曲线 C 上 的 一 点 , 则 有 f(yo,zo)==0, 点 M 到 x 轴 的 距 
离 为 |yo| , 当 曲 线 C 绕 = 轴 旋 转 时 ,点 M(0,yo ,zo) 旋 转 到 点 M' (xz,y,z) 
的 位 置 , 则 M 的 坐标 满足 


全 ed 


3 Xo. 


将 其 代入 到 f(y。 ,zo) 二 0, 就 可 得 到 所 求 的 旋转 曲面 方程 
f+ vr’:+y ,z) = 0. 
f(y,z)= 


zx=0 


办 此, 求 平面 和 线 | “ 绕 = 轴 旋转 的 遇 面 方程 ,只 需 将 方程 f(y,2) 二 0 中 旋转 
轴 = 的 坐标 保留 ,而 将 另 一 个 坐标 y 换 成 除 旋转 轴 * 之 外 的 项 士 Vz 干 交 即 可 .类 似 地 , 曲 
线 > 颖 直 放 转 一 用 所得 到 的 能 转 出 面 广 和 为 /Cy 二 VET ) 0. 

“ 例 1.33 求 下 列 平面 向 线 线 指 定 汪 标 轴 紫 转 所 得 的 施 转 出 面 方程， 


一 并 


(1) zOy 坐标 面 上 的 好 物 线 | “ 绕 y 轴 旋 转 ， 


zx 一 0 


一 &Ay， 
绕 = 轴 旋 转 . 


交 一 信 


(2) yOzx 坐标 面 上 的 直线 | 


解 (1) | “ 绕 y 轴 旋 转 ,y 的 坐标 保持 不 变 , 而 将 x 换 成 十 VE 二 可 ,代入 即 


y=zx 

二 一 从 

得 所 求 方程 y==zx? 十 x* ,该 曲面 称 为 旋转 抛物 面 (rotating paraboloid) ,如 图 1. 46(a) 所 示 . 
(2) 直线 x==ky 绕 < 轴 旋 转 ,x 的 坐标 保持 不 变 , 将 方程 中 的 > 换 成 士 Vx? 十 y* , 则 有 


z 二 十 Rk Vz 十 y 或 zx? 二 及 (zx 十) ,该 方程 表示 的 曲面 为 圆锥 面 (conical surface), 如 
图 1.46(b) 所 示 . 


图 1.46 
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1.7.3 二 次 曲面 


前 面 介绍 了 空间 曲面 中 较为 简单 的 柱 面 和 旋转 曲面 , 接 下 来 将 介绍 几 类 常用 的 二 次 曲 
面 (quadric surface). 通常 采用 截 痕 法 来 研究 二 次 曲面 的 形状 . 所 谓 截 痕 法 ,就 是 用 一 系列 平 
行 于 坐标 面 的 平面 去 截 割 曲面 ,通过 考察 交 线 的 形状 和 性 质 , 进 而 了 解 曲 面 的 形状 和 性 质 . 
1. 椭 球 面 
由 方程 
| (1.33) 
a C 
所 确定 的 曲面 称 为 椭 球 面 (ellipsoid) ,如 图 1. 47 所 示 , 其 中 a,b,c 
类 天 入 外 
由 方程 (1.33) 易 知 巨 <<1, 冰 1, 瑟 <1, 进 而 有 |z|<a,ly|<< 


Cc 


b,|z|<e. 
以 平行 于 zOy 坐标 面 的 平面 z= 二 zo( |xo | 三 c) 截 曲面 ,得 到 截 
线 方程 为 


2 2 
a 2 


立 XO. 


当 |zo | 二 c 时 , 截 线 是 平面 一 zx。 上 的 一 个 椭圆 , 当 | x | 二 c 时 , 截 线 退 化 成 点 (0,0, 士 c). 

同 理 , 用 平面 y 二 yo(|yo | 三 5) 和 平面 xz 二 xo(|zo | 二 a) 截 椭 球 面 所 截 得 的 截 线 与 上 述 情 
况 相 类 似 . 当 分 别 用 平面 ==0,y=0 和 z=0 去 截 时 , 截 得 的 椭圆 称 为 主 椭圆. 

当 a==b 时 ,方程 (1. 33) 变 为 


2 2 
+ 一 1 
2 
由 旋转 曲面 的 知识 可 知 ,这 是 由 zOz 而 上 的 由 级 1 粥 : 轴 旋 转 而 成 的 
y=0 
了 
旋转 机 球面 也 可 看 成 由 vO- 和 标 面 上 的 直线 | 忆 二 绕 = 轴 旋转 而 成 的 旋转 椭 
z=0 


球面 . 
当 4 二 b 二 c 时 ,方程 变 为 
22 十 多 十 对 一 az， 
它 表示 一 个 球 心 在 原点 ,半径 为 a 的 球面 . 
2. 双 曲 面 
(1) 单 叶 双 曲面 
由 方程 


和 二 二 abc 均 大 于 0 (1.34) 
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所 确定 的 曲面 称 为 单 叶 双 曲面 (hyperboloid of one sheet) ,如 图 1. 48 所 示 . 


NAVD 


Yh HN) 
WD 


它 表示 平面 y 一 (yw 天 士 久 内 的 双 曲 线 . 当 wm 一 士 时 , 截 线 各 为 一 对 相交 直线 ,如 图 1. 48(a) 
所 示 , 这 说 明 单 叶 双 曲面 上 包含 直线 . 事实 上 , 单 叶 双 曲 面 上 不 仅 包含 直线 ,而 且 可 由 直线 生 
成 ,图 1.48(b) 刻 画 了 这 一 点 . 

用 平行 于 xOy 坐标 面 的 平面 x 二 zo 截 该 曲面 , 截 线 方程 为 


它 表示 平面 z= 二 zx。 上 的 一 个 椭圆 . 
当 a 二 b 时 ,方程 (1. 34) 变 为 


ry 1 
a? 人 
rx z? 1 2 2 1 
它 是 由 取出 线 | 加 | 写 二线 = 轴 旋转 而 成 的 旋转 单 叶 双 曲面 ， 
yy 一 0， 并 一 0 
(2) 双 叶 双 曲 面 
由 方程 
i asbsc 均 大 于 0, 上 且 |z| 宇 c (1.35) 
a bp 必 


所 确定 的 曲面 称 为 双 叶 双 曲 面 (hyperboloid of two sheets) ,如 图 1. 49 
所 示 ,同样 用 截 痕 法 可 得 到 两 族 双 曲线 和 一 族 椭圆 : 


2 2 2 2 2 2 2 2 法 
所 一 瑟 一 站 十 1， | 和气 一 凌 = 强 十 l， ( 瑟 十 所 一 瑟 一 1， 
C a b £ b a a b 
图 1.49 
三 3 三 多 和 二 26v 


当 a=b 时 ,方程 (1. 35) 变 为 
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2 
站 二 四 [a 
它 是 由 了 直线 | e | 上 绕 = 轴 旋转 而 成 的 旋转 双 叶 双 曲 面 . 
y 一 0， 下 一 0 
3. 抛物 面 
(1) 椭圆 抛物 面 
由 方程 
= 一 艺 + 这 ， p,q 同 号 (1:36) 


所 确定 的 曲面 称 为 椭圆 抛物 面 (elliptic paraboloid). 当 p.g 均 大 于 0 
时 ,椭圆 抛物 面 的 开口 朝 上 ,如 图 1. 50 所 示 . 当 p,g 均 小 于 0 时 ,椭圆 抛 
物 面 的 开口 朝 下 . 

用 平行 于 xOy 坐标 面 的 平面 z= xo(xo 二 0) 截 该 曲面 , 则 截 线 方 
程 为 


1.50 
它 表示 平面 >= 二 z。 上 的 一 个 椭圆 . 特别 地 , 当 zx。 二 0 时 , 截 线 退 化 为 一 点 , 即 原点 . 
用 平行 于 yOxz 坐标 面 的 平面 x 二 xo 截 该 曲面 , 截 线 方程 为 


之 二 Xo， 


它 表示 平面 + 二 x。 上 的 一 条 抛物 线 . 
类 似 地 用 平行 于 xOx 坐标 面 的 平面 y 二 yo 截 该 曲面 , 截 线 也 是 平面 > 一 y 上 的 一 条 抛 
当 p= 二 q0 时 ,方程 (1. 36) 变 为 


, ety 
z ap 
一 五 二 
尼 到 未 地 物 线 | 27 或 才 |， 2p 绕 = 轴 旋转 一 周 而 成 的 旋转 抛物 面 . 
y=0s X= 人 0 
(2) 双 曲 抛物 面 
由 方程 
= 一世 + 交 ， pvq 同 号 (1.37) 


所 表示 的 曲面 称 为 双 曲 抛物 面 (hyperbolic paraboloid), 如 
图 1.51 所 示 . 双 曲 抛物 面 也 称 马鞍 面 或 鞍 形 曲 面 , 同 样 可 以 
用 截 痕 法 对 该 曲面 进行 讨论 . 
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4. 二 次 锥 面 
由 方程 


2 2 家 
0 (1. 38) «7 


所 确定 的 曲面 称 为 二 次 锥 面 (quadric cone) ,如 图 1. 52 所 示 . 
1.7.4 空间 区 域 简 图 


在 后 续 的 学 习 中 , 常 需要 画 出 几 个 曲面 所 围 成 的 空间 区 域 的 简 图 ， 
这 里 举 两 个 例子 . 


例 1.34 试 画 出 曲面 S1: 2z=3 一 x* 一 y* 和 S,: x 二 Vx 十 y* 所 围 成 的 空间 区 域 简 图 . 
分 析 需要 先 识别 两 个 曲面 的 属性 . 


解 由 Si: 2z==3 一 zx? 一 y? 可 得 = 


3 人 EF 
一 王 才 六 ,显然 曲面 S, 是 顶点 在 0,0, 也 ] 且 开 
口 向 下 的 旋转 抛物 面 . 由 S;: x 二 Vz 十 y 可 得 zz 十 y* 二 x*(z 记 0), 显 然 5 是 正 半 锥 面 . 而 
2z=3—zx’—y’ 


ed ” 解 得 十 2z 一 3 二 0, 由 < 之 0 可 得 = 一 1, 故 交 线 为 
一 VZTy， 


S 与 5 的 交 线 为 | 
zz 十 光一 1， 


图 1. 53 给 出 了 Si 与 S 所 围 空间 区 域 的 简 图 . 


例 1.35 试 画 出 由 zz 十 y==a? ,zx 十 x? 二 a? ,7 一 0,y 一 0,z 一 0 所 围 成 的 空间 区 域 在 第 
一 卦 限 内 的 简 图 . 

分 析 需要 先 识 别 两 个 曲面 的 属性 . 

解 由 民 十 y= 二 a? 和 x 十 三 a? 分 别 为 平行 于 < 轴 和 wy 轴 的 圆柱 面 ,两 圆柱 面相 交 ， 
且 被 三 个 坐标 平面 所 截 , 围 成 的 区 域 如 图 1. 54 所 示 . 


1. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,母线 平行 于 坐标 轴 的 柱 面 方程 的 特点 是 什么 ? 


加 > 


2. 旋转 曲面 在 绕 坐 标 轴 旋 转 之 前 应 具备 什么 条 件 ? 旋转 之 后 的 方程 有 什么 变化 ? 
3. 利用 截 痕 法 判断 二 次 曲面 的 形状 时 ,有 什么 标准 ? 


1. 指出 下 列 方程 在 平面 解析 几何 中 和 空间 解析 几何 中 分 别 表示 什么 图 形 . 
(1) z=2; (2) y=zx+l; (3) zx’+y:=4; (4) x:—y’:=1. 
27’ 十 y: 十 z* 二 16， 
2. 玉 通 过 由 级 | 且 母 线 分 别 平行 于 工 轴 和 y 轴 的 柱 面 方程. 
ZX: 十 zx: 一 y: 二 0 
ZX!: 十 y: 十 x? 二 4， 
3. | 在 各 坐标 面 上 的 投影 方程 . 
3 一 Z 


:十 1， 
绕 > 轴 旋 转 一 周 所 得 的 旋转 曲面 方程 . 
5. 画 出 下 列 方 程 所 表示 的 曲面 . 
(1) (2-$) +y-($); (2) 二 + 全 一 1 (3) z=2—z?. 
6. 画 出 由 曲面 一 6 一 z2 一 y% 和 z= 二 Vx’ 十 y? 所 围 成 的 空间 区 域 . 


1. 下 由 级 | 在 zOy 坐标 面 内 的 投影 柱 面 和 投影 曲线 方程 


昂 十 空 一 2z 一 0， 
在 zOy 坐标 面 内 的 投影 曲线 方程 ,并 指出 原 曲线 是 何 种 


4z’—9y’=36, 
3. 不 痢 由 级 | 分 别 绕 工 轴 和 > 轴 旋 转 一 周 所 得 的 旋转 曲面 方程 . 
z= 


4. 画 出 由 曲面 x 二 0,y 二 0,z 二 0,X 十 y 二 1,y? 十 zx? 二 1 在 第 一 卦 限 所 围 成 的 空间 区 域 . 


定 六 二]， 
5. 和 和 球面 的 三 分 天 与 三 全 村 哲理 台 , 且 通过 靖国 | 9 16 一 和 点 MC1,2， 
Zz 一 0 


V23 ) , 求 该 椭 球 面 的 方程 . 
PN NN NN A 
1. 判断 题 


(1) 平行 于 向 量 a 一 (1,2, 一 2) 的 单位 向 量 为 a 一 上 (1,2, 一 2). ( ) 
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(2) 设 @,5 为 非 零 向 量 , 且 a 15, 则 必 有 |a 十 四 一 |a 一 8 . ( » 
(3) 设 a 与 5b 为 非 零 向 量 , 则 aXb 二 0 是 a//b 的 必要 不 充分 的 条 件 . ( ) 
(4) 设 空间 直线 的 对 称 式 方程 为 半 一 证 一 于 , 则 该 直线 必 过 原点 且 委 直 于 工 轴 .( 。 ) 
(5) 曲面 x 十 y 十 x? 二 a? 与 x 十 y 二 2az(a 记 0) 的 交 线 是 双 曲 线 . « 
2. 填空 题 


(1) 设 w= 二 a 一 2b 一 c,v 二 2 一 3b 十 2c, 则 3u 一 2v 二 

(2) 已 知 向 量 a==(1, 一 3,2) 和 b=(2,1, 一 2), 向 量 c=2b 一 wn, 且 alc, 则 
Ns . 

(3) 点 M(3, 一 2,1) 关 于 坐标 原点 的 对 称 点 是 gs 

(4) 动 点 M(x,y,x) 到 zOy 坐标 面 的 距离 与 其 到 点 (2,1, 一 2) 的 距离 相等 , 则 点 M 的 
轨迹 方程 是 


(5) 旋转 曲面 村 十 守 十 竺 一 1 的 旋转 轴 是 轴 . 
3. 选择 题 
(1) 设 向 量 a 与 尺 平 行 且 方 向 相反 .又 |a| 之 18 之 0, 则 有 ( % 
A. latb|=|al—|b| B. le 十 四 之 al 一 18| 
C. latb|l<lal—|b| D. lat+b|=|al+|b| 
(2) 平面 m : Azx 十 By 十 Cz 十 D1 二 0 与 x: Az 十 By 十 Cz 十 Ds, 二 0 的 距离 为 ( 和 
A. |D,—D;,| B。| 了 ,十 D:| 
|D 一 Da D — ID:+D:| 
~ WYATTBITC ~ VATTB TC 
(3) 直线 三 器 2 守 与 平面 4z 一 2 一 2 一 3 的 关系 为 ( ). 
A. 平行 但 直线 不 在 平面 内 B. 直线 在 平面 内 
C. 垂直 相交 D. 相交 但 不 垂直 
(4) 曲面 zx? 一 y? 二 xz 在 xzOx 坐标 面 内 的 截 线 方程 为 ( 站 
y=—z, Xx!—y:=0, ZX!=z, 
A. xz2 一 z 卫 . | fn D. | 
z=0 z 一 0 y 一 0 
(5) 曲面 2(z 一 1)2 十 (y 一 2)2 一 (一 3)2 一 0 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 ( ). 
A. 球面 B. 椭圆 锥 面 C. 抛物 面 D. 圆锥 面 


4. 已 知 |a| 一 2,15| 一 5,(aib) 一 等 , 问 A 为何 值 时 向 量 u 二 Ag 十 17b 与 0 二 3a 一 b 互相 


5. 求 以 A(1,2,3),B(3,4,5),C( 一 1, 一 2,7) 为 顶点 的 三 角形 的 面积 S. 
6. 求 过 点 Mi (zyiyzi),Mas(zzyvyyvzz) 且 垂直 于 平面 zx 十 y 十 zx 一 0 的 平面 的 法 向 


7. 求 过 点 (1,0, 一 3) 且 过 直线 工 -2 一 了 2 一 < 二 的 平面 方程. 
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8, 求 过 点 (4, 一 1,3) 上 且 平 行 于 直线 < 一 y 一 + 的 直线 方程 . 


ZX 十 y 十 3z 二 0， 

9. | 与 平面 x 一 y 一 < 十 3 一 0 间 的 夹 角 . 
c=%= 0 

10. 判断 下 列 各 组 中 的 直线 和 平面 间 的 位 置 关系 : 


(D -+3y 2 1 


二 3 5 二 2 
-1 = 二 2 

(3) ty 2 二 

11. 求 点 已 (一 1,2,0) 在 平面 二 十 2y 一 = 十 1 一 0 上 的 投影 点 的 坐标 . 

12. 将 zxOz 坐标 面 上 的 抛物 线 z? 一 5z 分 别 绕 xz 轴 和 xz 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 的 两 个 旋 
转 曲 面 的 方程 . 

13. 判断 下 列 方程 表示 哪 种 曲面 : 


(2) 和 z+2y—z=3; 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 
TH el, a i 
(GD 二 1; (2 二 全 二 三 衣 (3) 池 十 当 二 种 =13 
-2 2 2 2 2 
(4) 生 十 类 一 盖 一 一 1 (5) 七 十 上 一 1; (6) 4z2 十 3 史 2 一 = 一 1. 
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Differential calculus of a 
functions and its applications 


在 本 书 上 册 的 第 1 章 至 第 8 章 , 我 们 以 一 元 函数 为 研究 对 象 , 讨 论 了 函数 的 各 种 特性 . 但 
是 在 自然 科学 ,工程 技术 ,管理 科学 等 众多 领域 ,在 解决 具体 问题 时 ,经 常 要 面 对 多 变量 联动 变 
化 的 情形 . 这 就 需要 首先 明确 这 些 变 量 的 依赖 关系 , 即 建立 含有 多 个 自 变量 的 函数 关系 ,然后 
利用 数学 理论 讨论 它们 可 能 拥有 的 特性 ,进而 给 出 这 些 变量 在 具体 问题 中 的 联动 效应 . 

从 本 章 开 始 , 我 们 研究 多 元 函数 的 微 积 分 ,或 称 为 多 变量 函数 的 微 积 分 . 在 数学 的 表现 
形式 上 ,多 元 函数 可 以 认为 是 一 元 函数 的 推广 ,因此 它 的 研究 框架 .思想 方法 与 一 元 函数 相 
近 . 但 是 ,由 于 自 变 量 由 一 个 增加 到 多 个 ,多 元 函数 又 产生 了 许多 新 的 内 容 , 必 须 单 独 讨论 . 
因此 ,在 学 习 多 元 函数 时 , 既 要 注意 与 一 元 函数 的 联系 ,又 要 注意 它们 之 间 的 本 质 区 别 . 需要 
指出 的 是 ,二 元 函数 的 相关 理论 和 研究 方法 可 以 完整 地 推广 到 一 般 的 多 元 函数 , 即 三 元 及 以 
上 的 多 元 函数 . 

本 童 讨论 多 元 函数 的 微分 学 及 一 些 基 本 应 用 . 主要 以 二 元 函数 为 研究 对 象 ,首先 给 出 其 
基本 概念 ,极限 及 连续 性 ; 以 此 为 基础 ,讨论 二 元 函数 的 偏 导 数 、 全 微分 几何 应 用 、 极 值 与 
最 值 .方向 导数 与 梯度 等 内 容 .期 间 , 也 介绍 了 三 元 及 以 上 的 多 元 函数 的 相关 内 容 . 


@.1 多 元 函数 的 极限 与 连续 
~ Limits and continuity of multivariable functions 


本 节 以 二 元 函数 为 例 , 首 先 给 出 二 元 函数 及 其 相关 的 基本 概念 ; 然后 讨论 二 元 函数 的 
极限 和 连续 ; 作为 二 元 函数 的 推广 ,最 后 介绍 元 函数 的 相关 内 容 . 


2.1.1 平面 点 集 及 相关 概念 


对 于 一 元 函数 而 言 , 其 定义 域 是 数 轴 上 的 某 个 集合 , 且 在 给 出 一 元 函数 的 定义 之 前 , 先 
引入 了 区 间 和 和 邻 域 等 重要 概念 . 由 于 二 元 函数 的 定义 域 是 坐标 平面 上 的 某 个 集合 ,因此 需要 
先 引 入 平面 点 集 及 其 相关 概念 . 

由 平面 解析 几何 的 知识 知道 , 当 在 平面 上 建立 了 平面 直角 坐标 系 之 后 ,平面 上 所 有 的 点 
都 与 二 元 有 序数 组 (z,y) 存 在 一 一 对 应 的 关系 .本 书 中 所 指 的 平面 点 集 , 是 指 在 平面 直角 坐 


2.1 多 元 函数 的 极限 与 连续 © 
Limits and continuity of multivariable functions AA 
标 系 中 满足 某 种 条 件 的 点 的 集合 , 记 作 


EE=={(z,y) | (z,y) 满足 条 件 已 }. 
例如 ,坐标 平面 xDy 上 所 有 点 的 集合 为 下 一 {(z,y)| 一 cc<z<< 十 ce, 一 cc<y<< 十 co}; 
平面 上 以 坐标 原点 为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 的 内 部 所 有 点 的 集合 为 C 一 {(z,y)| 妇 十 交 一 也) 
定义 2.1 设 Pu(zo,yo) 是 zOy 面 上 的 一 点 ,6 是 某 一 正 数 ,与 点 Pu (zo ,yo) 的 距离 小 
于 6 的 所 有 点 P(z,y) 组 成 的 集合 称 为 点 Po 的 6 邻 域 (neighbourhood) ,如 图 2.1(a) 所 示 ， 
记 作 U(P。,6), 即 


U(CP。,5) = {P|| PP, |<} = {ry) | V(r— ro) (yO— yo) <H}. 
进一步 地 ,点 Pu 的 去 心 5 邻 域 , 记 作 U(P,。,6) , 即 


UP;0) = {P | 0<| PP |<o). 
关于 定义 2. 1 的 几 点 说 明 . 
(1) 在 几何 上 ,U(P。.,60) 是 zOy 平面 上 以 点 Po(zxo ,yo) 为 圆心 ,6 为 半径 的 圆 的 所 有 内 


部 点 组 成 的 集合 ,而 去 心 邻 域 U(Po,6) 是 以 点 PuCzo ,ye ) 为 圆心 ,8 为 半径 的 圆 的 所 有 内 部 
点 (但 不 包含 圆心 Pu(zo,yo)) 组 成 的 集合 . 此 外 ,如 果 不 需 要 强调 邻 域 半径 6 时 , 则 用 


U(P。) 表 示 点 Po 的 邻 域 , 用 DCP。) 表 示 点 Pu 的 去 心 邻 域 . 

(2) 定义 2.1 所 定义 的 邻 域 称 为 点 Po 的 圆 形 邻 域 .事实 上 ,点 Pu 的 邻 域 也 可 以 定义 为 
方形 邻 域 ,如 图 2. 1(b) 所 示 , 即 以 点 Po (xo ,yo) 为 中 心 ,26 为 边 长 的 正方 形 内 所 有 点 的 集合 
{(z,y) 11x 一 zo1 达 6,|y 一 yo1 二 6). 事实 上 ,这 两 种 邻 域 只 是 形式 上 的 不 同 ,没有 本 质 区 别 . 
这 是 因为 以 点 Po 为 圆心 的 圆 形 邻 域内 总 存在 以 点 Pu 为 中 心 的 方形 邻 域 ; 反之 亦 然 . 如 
图 2. 1(c) 所 示 . 


号 
1 Polxo, yo) \ 
\ 6 ; 


/ 


ol 


2.1 


根据 定义 2. 1, 可 以 定义 点 与 平面 点 集 之 间 的 从 属 关系 . 

定义 2.2 对 于 平面 上 的 一 般 点 集 EE 和 平面 上 的 任意 一 点 PP, 当 它们 的 从 属 关系 满足 
某 些 特定 条 件 时 , 则 有 : 

内 点 (interior point) ”车 存 在 点 P 的 某 一 邻 域 U(P), 使 得 U(P)CE, 则 称 点 P 为 EE 
的 内 点 . 

外 点 (exterior point) ” 若 存在 点 已 的 某 一 邻 域 U(P) ,使 得 U(P) 八 E 二 名 , 则 称 点 P 为 
EE 的 外 点 . 

边界 点 (boundary point) 若 点 了 的 任意 邻 域内 既 有 属于 EE 的 点 ,又 有 不 属于 玉 的 点 ， 
则 称 PP 为 E 的 边界 点 . 
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孤立 点 (isolated point) ”如 果 点 已 属于 巨 , 但 存在 点 P 的 某 一 邻 域 , 使 得 OUCP) 门下 = 
多 , 则 称 点 PP 是 E 的 孤立 点 . 

聚 点 (accumulation point) 如果 点 尸 的 任何 一 个 邻 域内 总 有 无 限 多 个 点 属于 五 , 则 称 
点 也 为 EE 的 聚 点 . 

关于 定义 2.2 的 几 点 说 明 ( 参 照 图 2. 2). 

(1) 由 EE 的 内 点 、 外 点 和 边界 点 的 定义 不 难 理解 ,E 的 内 点  。 
必 属于 E; 外 点 必 不 属于 E; 边界 点 可 能 属于 EE, 也 可 能 不 属 琉 立 点 
于 十 

(2) 由 孤立 点 的 定义 可 知 ,孤立 点 一 定 属于 EE, 并 且 孤 立 点 
一 定 是 忆 的 边界 点 ,但 边界 点 不 一 定 是 孤立 点 .E 的 边界 点 的 全 人 
体 构成 了 E 的 边界 . 图 2.2 

(3) 由 聚 点 的 定义 可 知 ,E 的 内 点 一 定 是 聚 点 ,不 是 孤立 点 
的 边界 点 一 定 是 聚 点 . 点 集 EE 的 聚 点 可 以 属于 ,也 可 以 不 属于 EE. 

根据 定义 2.2, 可 以 进一步 定义 一 些 重要 的 平面 点 集 . 

定义 2.3 如果 点 集 E 中 的 所 有 点 都 是 E 的 内 点 , 则 称 巨 为 开 集 (open set); 如 果 巨 中 
的 所 有 点 都 是 下 的 聚 点 , 则 称 忆 为 闭 集 (closed set). 

定义 2.4 若非 空 的 开 集 已 是 连通 的 , 即 如 果 巨 中 任意 两 点 均 可 用 巨 中 折线 连接 起 
来 ,如 图 2.3 所 示 , 则 称 EE 是 一 个 开 区 域 (open region) ,或 称 连通 的 开 集 ; 开 区 域 连同 其 边 
界 (不 包括 孤立 点 ) 所 构成 的 点 集 称 为 闭 区 域 (closed region); 开 区 域 . 闭 区 域 或 者 开 区 域 连 
同 其 一 部 分 边界 点 (不 包括 孤立 点 ) 构 成 的 点 集 , 统 称 为 区 域 (region). 

显然 ,集合 R={ (zx,y)| 一 2 之 x 过 十 吕 , 一 2 之 y 达 十 吕 0) 和 C= {zy) 1x 十 y 之 r?)} 
都 构成 了 区 域 ,其 中 R? 既是 开 区 域 ,又 是 闭 区 域 .集合 天 ={(z,y)|lzl 二 1,yER} 虽 然 是 开 
集 , 但 是 它 显然 不 是 连通 的 ,因此 不 构成 区 域 , 如 图 2. 4 所 示 . 


定义 2.5 对 于 平面 区 域 ,如 果 存 在 以 坐标 原点 O 为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 完全 包含 区 
域 瑟 , 即 ECU(O,r) , 则 称 下 为 有 界 区 域 (bounded region). 否则 称 为 无 界 区域 (unbounded 
region ) . 

集合 {(z,y)|y>0,zER} 构 成 了 无 界 闭 区 域 ,{(Cz,y)|z 十 y 二 0} 构 成 了 无 界 开 区 域 ,如 
图 2.5(a),(b) 所 示 . 

例 2.1 对 于 给 定 的 集合 

局 一 {(zy) 11<r+y <4, E={(r,y)|1<zr ty <4)}, 
Es={(z,y) |1<z +y 4}, 
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回答 下 列 问题 : 

(1) 分 别 指出 这 些 点 集 的 内 点 、 外 点 、 边 界 点 、 聚 点 所 构成 的 集合 ; 

(2) 哪些 集合 是 开 集 、 闭 集 、 开 区 域 . 闭 区 域 ? 是 否 是 有 界 区 域 ? 

分 析 利用 定义 2.2 一 2.5 进行 分 类 判断 . 

解 ”集合 Ei,E,,E; 在 平面 直角 坐标 系 中 所 表示 的 图 形 分 别 如 图 2. 6(a),(b),(Cc) 
所 示 . 


图 2.6 


(1) 易 见 ,集合 {(z,y)11 过 z? 十 y* 二 4} 中 的 点 是 集合 Ei,E, ,Es 的 内 点 ,并 且 是 这 些 集 
合 的 聚 点 ; 

集合 {(z,y)|z? 十 y: 二 1 或 十 yy 二 4} 中 的 点 是 集合 Ei ,E, ,Es 的 外 点 ; 

集合 互 =={(z,y)|z’ 十 y= 二 1} 和 集合 FF 二 {(z,y)1z? 十 y? = 二 4} 上 的 点 分 别 是 集合 Ei， 


(2) E, 是 开 集 ,Es 是 闭 集 .集合 已 ,E, ,Es 都 是 连通 的 ,因此 它们 都 是 区 域 ,其 中 EE, 为 
开 区 域 ,E; 为 闭 区 域 . 显然 ,集合 E, ,E, ,Es 都 是 有 界 区 域 . 


2.1.2 二 元 函数 的 概念 


定义 2.6 设 D 是 平面 上 的 一 个 非 空 点 集 ,如 果 按 照 某 对 应 法 则 f,D 内 的 每 一 点 
P(z,y) 都 有 唯一 确定 的 实数 x 与 之 对 应 , 则 称 f 是 定义 在 D 上 的 二 元 函数 (function of 
double variables) , 记 作 

zx 一 Jr,y)， (zy) ED, 
其 中 ,zyy 称 为 自 变 量 Cindependent variable) ,< 称 为 因 变 量 (dependent variable). 点 集 D 
称 为 函数 的 定义 域 (domain) , 数 集 R= {z|z=z,y), (zy)ED) 称 为 函数 的 值 域 


(range). 
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例 2.2 求 下 列 二 元 函数 的 定义 域 ,并 在 平面 直角 坐标 系 中 夯 出 定义 域 ; 


1 arcsin(3—zx*—2y’) 
(1) f(z,y) 二 V4—3z7 一 yy ; (2) f(x,y)=—— OOO. 
Vx:+3y:—1 V2z 一 多 


分 析 ”如果 没 有 特殊 说 明 ,函数 的 定义 域 是 使 得 表达 式 有 意义 的 自 变 量 的 取 值 范 围 . 先 


分 项 讨论 ,然后 求 它们 的 交集 . 
z+3y—1>0, 
解 (1D 由 是 间 得 | 容易 求 得 ,函数 的 定义 域 为 

4 一 3z2 一 昂达 0. 
D= {(z,y) | z++3y >1, 有 有 3x: 二 +y <4}. 
[3=z=2y | 1s we 


因此 ,函数 的 定义 域 为 


02) 是 意 可 得 | 
27—y:>0. 2xr>y:. 


D= {(z,y) |2<z+2y <4,B 2r > y}. 
(1) 和 (2) 的 图 像 分 别 如 图 2.7(a) 和 (b) 所 示 . 


2.7 


由 空间 解析 几何 的 知识 知道 ,二 元 函数 > 二 f(z,y) 在 其 定义 域 D 内 表示 空间 曲面 , 即 

VYV (zx,y) ED 和 对 应 的 函数 值 >= f(x,y) 一 起 组 成 三 维 数组 (zx,y,z) 时 ,空间 点 集 
S= {(r,y,z) | z= f(x,y),(x,y) € D} 

就 是 二 元 函数 z= 二 f(x,y) 的 图 像 .也 就 是 说 ,函数 > 二 f(z,y) 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 空间 
曲面 , 它 的 定义 域 D 便 是 该 曲面 在 zxOy 坐标 面 上 的 投影 ,如 图 2. 8 所 示 . 

例 2.3 判断 下 列 函 数 表示 的 空间 曲面 ,并 面 出 它们 的 :| =je 
草图 : 

(1) z= VR —z —y’; (2) z= Vr +y; 

(3) z=Zzx’+2y’; (4) z 一 [z2: 十 只 ]. 

分 析 利用 空间 解析 几何 的 知识 判断 ,必要 时 利用 截 痕 
法 判断 . 

解 (1) 将 函数 变形 为 xz? 十 yy 十 xz? 二 R?, 易 见 , 它 是 以 图 2.8 
坐标 原点 为 球 心 ,以 尺 为 半径 的 球面 . 因此 , > = 
VR 一 xz? 一 y? 的 图 形 是 以 坐标 原点 为 球 心 ,以 R 为 半径 的 球面 的 上 半球 面 . 函数 的 定义 域 
为 平面 区 域 D=={(zx,y)|zx’ 十 y* 二 R?), 值 域 为 R=={z10 二 x 过 R) ,如 图 2.9(a) 所 示 . 

(2) 由 旋转 曲面 方程 的 特征 知道 ,函数 > 二 Vz 十 y 的 图 像 是 xzOx 坐标 面 上 的 直线 = 一 
工 绕 z 轴 旋 转 一 周 形 成 的 上 半圆 锥 面 . 函数 的 定义 域 为 整个 平面 , 值 域 为 非 负 实数 ,如 
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图 2.9(b) 所 示 . 

(3) 利用 截 痕 法 可 知 ,函数 > 一 好 十 2y 的 图 像 是 开口 向 上 的 椭圆 抛物 面 , 因 为 用 工 一 
xzoyy 一 y 和 < 二 zo 截取 曲面 时 , 截 痕 分 别 是 抛物 线 、 抛 物 线 和 椭圆 线 . 函数 的 定义 域 为 整个 
平面 , 值 域 为 非 负 实数 ,如 图 2. 9(c) 所 示 . 

(4) 由 于 当 n 一 1 过 x 十 二 n(n€EV;) 时 ,z= 二 =n 一 1, 所 以 函数 x 王 [zz 十 史 ] 的 图 像 由 整 
数 圆 环 构成 . 函数 的 定义 域 为 整个 平面 , 值 域 为 全 体 非 负 整 数 ,如 图 2. 9(d) 所 示 . 


2.1.3 二 元 函数 的 极限 
定义 2.7 设 有 函数 = F(z,y) ,定义 域 为 也, 点 Po (zo,yo) 为 DD 的 聚 点 ,A 是 一 个 实 


常数 . 如 果 Ve>0,30>0, 当 Prz,yEU(CP,,5)mD 时 ,有 
| FCz,y) 一 A| 王 es， 
则 称 A 为 函数 二 f(z,y) 当 (z,y) 习 (zo，,yo) 时 的 极限 , 记 作 
limf(z,y) 二 A 或 zy) 一 A (Crz,y) 一 (rzoyyo))， 
也 记 作 
lmf(P)=A 或 FP) 一 A (P=Po). 

二 元 函数 极限 的 四 则 运算 法 则 和 复合 函数 的 极限 法 则 与 一 元 函数 极限 的 结论 相仿 ,在 此 
不 再 详 述 . 为 了 区 别 于 一 元 函数 的 极限 ,通常 称 二 元 函数 的 极限 为 二 重 极限 (double limit). 

关于 定义 2.7 的 说 明 . 


时 , 它 一 定 属于 D; 当 点 Po (zxo ,yo) 是 DD 的 非 孤 立 边 界 点 时 , 它 可 能 属于 D, 也 可 能 不 属 
条 于 
(2) 在 一 元 函数 的 极限 中 ,由 于 函数 的 定义 域 为 数 轴 上 的 某 个 集合 ,所 以 自 变量 zx 在 数 
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轴 上 趋 近 于 ze 的 方式 只 有 两 种 , 即 从 ze 的 左边 (z+ 二 zxo) 和 布 边 (z 记 xo) 趋 近 于 zo. 只 有 当 
函数 f(z) 在 点 zo 处 的 左 \ 右 极限 存在 且 相 等 时 ,才能 称 该 函数 在 点 ze 处 的 极限 存在 . 然 


而 ,对 于 二 元 函数 而 言 , 由 于 函数 的 定义 域 是 平面 点 集 , 因 此 , 当 P(z,y)EU(CP,,5)mD 时 ， 
P 一 PP 的 方式 是 任意 的 . 

因此 ,定义 2.7 也 可 叙述 为 : 

定义 2.7” 设 有 函数 = jz,y) ,定义 域 为 也, 点 Po(zxo ,yo) 是 DD 的 聚 点 ,A 是 一 个 实 
常数 . 如 果 当 点 P(z,y) 以 任何 方式 无 限 趋 近 于 点 Po (zo ,yo) 时 ,函数 f(z,y) 无 限 趋 近 于 
A, 则 称 A 是 函数 z= 二 f(z,y) 当 (z,y) 习 (zo,yo) 时 的 极限 . 

在 计算 二 元 函数 的 极限 时 ,多 数 情况 下 可 以 仿照 一 元 函数 极限 的 计算 方法 及 利用 一 些 
已 有 的 结论 进行 计算 ,但 在 有 些 情况 下 是 不 能 使 用 的 ,参见 下 面 的 例题 . 

例 2.4 求 下 列 极限 : 

(1) lm i (2) (人 


0 2 
yo VT 


1 SinCZy) 
日 (3) lim 
z+4y] 0 /zy 二 一 2 


I a 
(4) im 人 (1+ 码 】 (im 人 十 六 tan(m 十 六 
2 [lcos(z’ +y )Je™ 


分 析 题 (1) 和 (3) 属 于 号 型 未 定式 ,但 使 用 的 方法 会 有 所 不 同 ; 题 (2) 是 “无 穷 小 乘 有 
办 函数” 的 典型 算 例 ; 题 (4) 属 于 1” 型 未 定式 ; 题 (5) 是 复杂 极限 ,但 可 以 先 用 极 坐标 变换 ， 


然后 用 一 元 函数 的 等 价 无 穷 小 蔡 换 进行 简化 . 
解 (1) 由 于 xz 十 y 宇 2xy, 所 以 有 


0 | = = | 过 
人 


zy Ty 


2 Vz 二 +y 2 


ey 二 0. 由 夹 逼 准则 可 得 ， 二 
(2) 令 4= 式 十, 则 当 z 一 0,y 了 0 时 ,有 wu 一 07. 由 于 
| 


=0. 


lim(z 二 yy) ne 0, |sin sin ee sy 
根据 ” 元 穷 小生 有 界 本 数 仍 为 无 穷 小 "的 结论 ， 有 
本 机 | 
lim[ (x HF- y’)sin z+7] dn usin | 大 
(3) 令 x= 一 zy, 则 当 z 一 0,y 一 0, 有 x 一 0. 利用 配 项 方法 可 得 
i sinu sinu。* (Vu 十 4 十 2) | 二 sinu 。 err 
~ Mut4—2 二 bls ] 


= lim— dn lim( Vu 十 4 十 2) = 4. 


uw*0 UU 
因此 


lim sin(zy) _ 下 


2 
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(4) 容易 求 得 ,lim 1+ 过】 一 ewlim( 沁 二] 一 吉 .利用 配 项 方法 及 复合 两 数 极限 的 


yr2 Eg 


运算 法 则 可 得 


瑟 了 上。 下 
im (1+ 三 六 im (+ Ve. 
0 y Ea 学 
2 FP ot 
(5) 令 工 =recos0,y 二 rsin9,r 二 Vz 十 yy , 则 当 z 一 0,y 一 0 时 ,> 一 0 .进一步 地 ,由 于 当 


r>0+ 时 ,tanr?~r?,1—cosr’ 一 二 ,acosgsin20->0, 故 有 


Eee 
rot 
于 是 
lim (zz 十)tan(zz 十 YY) |. rtanr’ 本 2 抽 疡 = 
0 [1—cos(z?+y)Je™ ror (] 一 cosr2)er ine ot pher coin'd 


0 


关于 二 重 极限 的 计算 方法 的 几 点 说 明 . 
(1) 在 计算 二 重 极限 的 过 程 中 ， 如 果 过 到 求全 ， 三 ,1 等 未 定式 的 极限 时 ,一 元 函数 极 


限 的 性 质 , 夹 坎 准 则 ,重要 极限 的 结论 .等 价 无 穷 小 替换 、 洛 必 达 法 则 等 方法 不 能 直接 应 用 
通常 需要 用 配 项 方法 将 其 配 成 一 元 函数 极限 的 格式 ,或 用 变量 替换 的 方法 将 其 转化 为 一 元 
函数 极限 的 形式 ,然后 才能 进行 计算 . 

(2) 对 于 有 些 极限 ,利用 极 坐标 (z==rcos9,y 二 rsin9,r 二 Vz 十 y ) 进 行 变 量 蔡 换 是 一 
种 有 效 的 方法 ,特别 是 当 被 求 极 限 的 表达 式 中 含有 形 如 zx? 十 y? 的 因子 时 . 有 时 候 表达 式 虽 
然 约 不 去 关于 cos9 或 sing 的 信息 ,但 是 这 并 不 影响 极限 的 结果 ,因为 它们 都 是 有 界 函 数 ,在 
求 极限 时 可 以 利用 “无 穷 小 乘 有 界 函 数 仍 是 无 穷 小 ”的 结论 将 其 化 解 . 例如 ， 
Crcosg) (rsing) 


lim 2y lim lim (rcosbsin0) = 0. 
0 VZ y rot rot 


(3) 由 定义 2.7' 可 知 , 当 点 P(xz,y) 以 任何 方式 无 限 趋 于 点 Po (zo ,yo) 时 ,函数 f(x,y) 
无 限 趋 于 A, 则 称 函数 的 极限 存在 ; 换 句 话说 ,如 果 函 数 的 极限 存在 ,不 论 选取 何 种 路 径 , 极 
限 只 有 一 个 . 这 就 给 我 们 一 个 启示 ,当选 取 不 同 路 径 得 到 的 极限 不 相等 时 , 则 可 以 断定 该 极 
限 一 定 不 存在 . 参见 下 面 的 例题 . 

例 2.5 证 明 下 列 极限 不 存在 : 


yy 
(1) limz 二 > 3; (2) Ty ty 


分 析 yx, y) 沿 不 同 路 径 趋 于 (0， 0) 时 ,只 要 求 得 的 极限 不 同 即 可 . 
证 (1) 取 y=kz(k 为 常数 ), 当 zxz>0 时 ,y0, 且 有 
lim <— lim 三 EE I 
ly 十 kr 1 十 
易 见 , 当 & 取 不 同 值 时 ， 对 应 的 极限 值 不同。 所 以 该 极限 不 存在 . 
(2) 取 z 一 Ay? ， 0 时 ,x 一 0, 且 有 
lim lim Ry” . 
并 2 十 并 和 ky 十 y 十 (Rk 一 1)?y 有 2 十 1 十 (R 一 1)2 
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易 见 , 当 取 不 同 值 时 ,对 应 的 极限 值 不 同 ,所 以 该 极限 不 存在 . 证 毕 
2.1.4 二 元 函数 的 连续 性 


定义 2.8 设 二 元 函数 < 二 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,如 果 
limf (x,y) = (vd) 

则 称 函 数 z 三 f(z,y) 在 点 (zxo ,yo) 处 连续 . 否则 , 称 函 数 > 二 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 间断 . 

如 果 z= 二 f(z,y) 在 其 定义 区 域 D 内 每 一 点 都 连续 , 则 称 该 函数 在 D 内 连续 . 从 几何 角 
度 看 , 若 二 元 函数 在 其 定义 区 域 D 上 连续 , 则 它 的 图 形 在 区 域 D 上 是 一 张 连续 的 曲面 , 即 曲 
面 上 没有 洞 ,也 没有 裂纹 . 

与 一 元 函数 类 似 , 二 元 连续 函数 经 过 四 则 运算 和 复合 运算 后 仍 为 二 元 连续 函数 . 因此 ， 
判断 二 元 函数 的 连续 性 的 方法 和 步骤 与 一 元 函数 的 相同 ,在 此 不 再 重 述 . 

例 2.6 讨论 下 列 二 元 函数 在 点 (0,0) 处 的 连续 性 : 


(zy)AA(O0,0), (zy) 天 (0,0)， 


二 过 及 . 二 
(1) f(zsy)=17 +y (2) fxsy)=|z ty 
0， (zyy) 一 (0,0); 0， (zy) 一 (0,0)， 
分 析 易 见 ,两 个 函数 在 点 (0,0) 处 都 有 定义 ,需要 讨论 它们 在 点 (0,0) 处 极限 . 根据 函 
数 f(z,y) 的 表达 式 的 特点 ,可 以 利用 极 坐 标 变换 讨论 它们 的 极限 . 
解 (1) 法 一 令 xz=rcos0,y=rsin9,r== Vz 十 y , 则 当 zx 一 0,y 一 0 时 ,r 一 0+. 
lim = = lim rcosbsing lim (cosbsin0) = cosbsin0， 
0T 十 yi re0t r ot 
0 


易 见 , 当 0 分别 取 0 一 ,下 时 ,对 应 的 值 分 别 为 0, 过 ,所 以 该 极限 不 存在 . 故 该 函数 在 点 


(0,0) 处 不 连续 . 
法 二 取 y 一 Az(R 为 常数 ) , 当 z-~~0 时 ,y~0, 且 有 
Im mz 入 TE 
RE 该 极限 不 存在 . 故 该 函数 在 点 (0,0) 处 不 
(2) 令 z 一 rcosg,y 一 rsing,r 一 Vz 十 y , 则 


limf (xz,y) = lim(rcos’0sing) 一 0， 
0 se 


因为 ,根据 有 界 函 数 与 无 穷 小 的 乘积 仍 为 无 穷 小 "可知, 上 式 的 极限 存在 且 为 0, 所 以 
limf (xz.y) 一 0 一 0,0)， 


所 以 函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 处 连续 . 
与 一 元 初等 函数 类 似 , 二 元 初等 函数 是 指 由 关于 不 同 自 变量 (如 zx 和 >y) 的 基本 初等 函 
数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 有 限 次 的 复合 所 构成 的 ,并 且 可 用 一 个 表达 式 表示 的 二 元 函数 . 


例如 ,3 Es 一 六 等 者 是 二 元 初等 丽 数 . 因此 有 如 下 定理 


”1 十 z2 兴 十 ( 


让 zyvsin( 工 十 y) , 
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定理 2.1 二 元 初等 函数 在 其 定义 区 域内 是 连续 的 . 

这 里 的 定义 区 域 是 指 包含 在 定义 域内 的 区 域 ,或 是 开 区 域 ,或 是 闭 区 域 ,或 是 开 区 域 连 
同 其 部 分 边界 组 成 的 区 域 . 

因此 ,由 定理 2. 1 可 知 ,在 计算 二 重 极限 时 ,如 果 该 点 是 二 元 初等 函数 定义 区 域内 的 点 ， 
则 只 要 算出 函数 在 该 点 的 函数 值 即 可 . 

例 2.7 求 下 列 函数 的 极限 : 


(GD lim i > C2) mA 


分 析 计算 极限 之 前 , 先 观察 被 求 极 限 的 表达 式 在 该 点 是 否 连 续 ， 如 果 连 续 ,可 以 直接 
代入 函数 值 . 


解 (1) 显然 ,函数 /Cz,y) 一 和 下 生 在 点 (0,1) 处 连续 , 圾 


e+zy ee 十 0 _ 


lim Tp 0 十 1 


(2) 显然 ,函数 Cr 一 -和 在 点 (0,0) 处 连续 , 故 
wy 
1i ln(z 十 e*) _ ln(0+e) _ 
im 0. 
ps A 二 非 学 1 


对 于 在 闭 区 间 上 连续 的 一 元 函数 ,有 一 些 非常 重要 的 定理 ,如 有 界 性 定理 .最 值 定理 、 介 
值 定理 等 .类 似 地 ,对 于 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 的 二 元 函数 ,也 有 类 似 的 定理 . 

定理 2.2 设 二 元 函数 > 二 f(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 它 在 D 上 一 定 有 界 ,一 
定 有 最 大 值 和 最 小 值 ,并 且 可 以 取得 最 大 值 与 最 小 值 之 间 的 所 有 值 . 


2.1.5 nn 元 函数 的 概念 极限 与 连续 


事实 上 ,2.1.1 中 关于 平面 点 集 的 相关 概念 可 以 推广 到 维 空间 ,进而 可 以 定义 元 函 
数 以 及 nn 元 函数 的 极限 与 连续 . 

一 般 地 , 设 为 取 定 的 一 个 正 整 数 ,n 元 有 序 实数 组 (zi ,zs，…,x,) 的 全 体 构 成 的 集合 
称 为 n 维 空 间 , 记 作 R", 即 

R" = {(z17T29° Ta) | Xi €E Ri= 1,2,.…,n). 

其 中 ,每 个 元 数组 (zi ,zo，…,z,) 称 为 n 维 空 间 中 的 一 个 点 , 数 zx; 称 为 该 点 的 第 i 个 坐标 . 

在 nn 维 空 间 中 ,两 点 PCzi ,zo ,zs) 和 QCyi ,ys，"…,y,) 之 间 的 距离 定义 为 

| PQ = VCy —z) 二 (ys CO—Zz2) 十 … 十 (ys Ox). 

特别 地 , 当 n= 二 1,2,3 时 ,上 述 距离 分 别 表 示 数 轴 上 .平面 上 、 空 间 上 两 点 间 的 距离 . 

车 给 定点 PuER",6 是 某 一 正 数 , 则 点 Pu 在 n 维 空间 中 的 邻 域 和 去 心 邻 域 可 分 别 定 
义 为 


UCP,,6) = {P|| PP |<6,PER), U(P,d) = {P|I0<IPP,|<6,PE R"). 
进一步 地 ,也 可 以 类 似 地 给 出 n 维 空间 中 的 内 点 、 边 界 点 、 聚 点 、 区 域 等 重要 定义 . 
基于 此 ,二 元 函数 的 定义 ,极限 与 连续 可 以 完整 地 推广 到 元 函数 ,请 读者 根据 需要 对 


照 学 习 . 
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定义 2.9 设 刀 是 ” 维 空间 中 的 一 个 非 空 点 集 , 如 果 按 照 某 对 应 法 则 f,D 内 的 每 一 点 
PCzz…z) 都 有 唯一 确定 的 实数 “与 之 对 应 , 则 称 了 是 定义 在 D 上 的 nn 元 函数 (func- 
tion of n variables) , 记 作 

= frm a)s 《Zas2o €E Ds 
或 记 作 
和 

注 二 元 及 二 元 以 上 的 函数 统称 为 多 元 函数 . 

一 般 情 况 下 , 当 一 1,2,3 时 ,为 了 便于 讨论 ,对 应 的 一 元 函数 、 二 元 函数 和 三 元 函数 分 
别 表 示 为 y=f(zx),z=f(zx,y) su=f (zr,y,2). 

定义 2.10 设 有 函数 wx= Fz,z,…,z), 定 义 域 为 也, 点 Po (xz? ,zx ，… ,xo) 为 DD 的 聚 


点 ,A 是 一 个 实 常数 . 如 果 Ve>0,36>0, 当 PrmzzD)EUCPo.5)mD 时 ,有 
1f(P)—A|<=e, 
则 称 A 为 函数 x=FCP) 当 P-~Pu(CCzz xz) 一 (zzo)) 时 的 极限 , 记 作 
lmf(P)=A 或 f(P)— A(P — Po). 
定义 2.11 设 nn 元 函数 4 二 f(zi,zs，… ,Zz,) 在 点 Po(z? ,2 ,… ,x ) 的 某 一 邻 域内 有 定 
义 . 如 果 
en fCR) = f(Po), 
则 称 函 数 妈 二 了 (zi zs，… ,zz ) 在 点 Pu(z ,2 ,… ,zx ) 处 连续 . 否则 , 称 函 数 在 点 Po 处 间断 . 


以 = 元 丽 数 4 一 一 一 志 + VO TY TP(r<R) 为 例 , 它 的 定义 域 为 空 


间 球 形 区 域 
0Q= {ry,2) | 7 Ezy 二 +z < R’). 
显然 ,该 三 元 函数 在 它 的 定义 域内 是 连续 的 ,并 且 当 (zo,yo,zo)EQ 时 ,有 


limu 2 上 Vza 十 Xi 十 到 一 于 
wy VR —zxi—%—z 


yy 
sso 


习题 2. 了 I 


1. 在 平面 点 集中 ,内 点 、 外 点 、 边 界 点 .孤立 点 、 聚 点 是 否 存 在 菜 种 关系 

2. 一 元 函数 的 极限 与 二 元 函数 的 极限 有 什么 区 别 与 联系 ? 

3. 若 点 (Z,y) 沿 着 无 数 多 条 平面 曲线 趋 近 于 点 (zo ,yo) 时 ,函数 FCz,y) 都 趋 近 于 A, 能 
否 断 定 lim zy) 一 A? 


yy 


2.1 多 元 函数 的 极限 与 连续 
Limits and continuity of multivariable functions 


1. 描绘 下 列 平面 区 域 的 图 像 ,并 指出 是 开 区 域 . 闭 区 域 、 有 界 区 域 . 无 界 区 域 : 
(1) (Czy)12z>y}); (2) {Cz ||zl+t+lyl<1l}; (3) {Cz 1 |zty|<1}. 
2. 描绘 下 列 空间 区 域 的 图 像 ,并 指出 是 开 区 域 、 闭 区 域 : 


(1) {zoys2) z+ y +2 <4); [g2) {29 


Bs. 
T+ +1}; 
(3) {(zyyyz)|z2 十 史 委 1,| =| 委 2}; (4) {(zyyyz)|z2 十 只 <<,z<2)}. 
3. 已 知 函 数 F(z 十 y,zy) 一 z2 十 只, 求 f(z,y). 

4. 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 


2 2 
(1) z= 1 (2) = 一 In(4 一 zy); 
(3) z= Vr —4+ Vi—y; (4) = 一 z 二 arcsin 之 . 


5. 求 下 列 函 数 的 极限 : 


CD limg sin(z 2 


ii a i 
2 十 eB (2) limarctan(x y )5 
”> 
(3) lim 22 ;4 CD limx2zyT3 一 3 ， 
lx 7 0 Ty 
y=0 
1 可 arctan(z2 十 交 ) 
(5) limarccos| Vy 一 二 |; (6) lim 
Te0 2 0 I 十 y 
yl yl 
6. 判断 下 列 极限 是 否 存 在 ? 说 明理 由 : 
3 
(1) EE (2) A 


讨论 函数 f(x,y) 在 点 (0， OS 关中 
vend 

ee pe 轩 十 ysin 2 天 0， 

0， Zy = 0. 


Qa 
ls 已 知 函数 了 (x+y, 六 ] 一 开 一 , 求 f(z,y). 
2. 求 下 列 函数 的 极限 : 


sin(z2 十 yz) g ( ry 六 
人 mat iayy’ 0) lpm); 
y+ 
(3) a (4) lim(z’+ Vy az" eos 二 sin 


0 
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3. 讨论 二 元 函数 
3 | .4 
二 十 学， (zy) 天 (0,0)， 
0， (Cryy) 一 (0,0) 
在 点 (0,0) 处 的 连续 性 . 


2;2_ 偏 导数 与 全 微分 


Partial derivatives and total differentials 


在 一 元 微分 学 中 ,我 们 从 研究 函数 的 变化 率 引 入 了 导数 的 概念 . 由 于 一 元 函数 只 有 一 个 
自 变 量 ,变化 率 问 题 较为 直接 ,并 且 单 一 . 然而 ,由 于 多 元 函数 的 自 变量 不 止 一 个 ,因此 对 应 
的 变化 率 问题 要 复杂 得 多 ,如 有 时 需要 考虑 因 变 量 只 针对 某 一 自 变 量 的 变化 率 问题 ,有 时 需 
要 考虑 整体 的 变化 率 问题 . 本 节 中 ,我 们 首先 研究 多 元 函数 针对 某 一 自 变量 变化 的 变化 率 问 
题 , 即 偏 导 数 ,以 二 元 函数 x 二 f(z,y) 为 例 , 给 出 一 阶 偏 导 数 的 定义 及 其 计算 方法 ,并 将 其 推 
广 到 三 元 及 以 上 的 多 元 函数 ; 然后 讨论 多 元 函数 的 全 微分 . 


2.2.1 偏 导数 及 其 计算 方法 


对 于 给 定 的 二 元 函数 x 二 f(x,y) ,在 研究 它 关 于 自 变 量 zx 的 变化 率 时 ,暂时 将 自 变量 y 
视 为 不 变量 , 即 此 时 的 函数 只 是 z 的 一 元 函数 ,该 函数 关于 z 的 导数 (如 果 存 在 ) 就 是 二 元 
函数 关于 xz 的 偏 导数 . 于 是 有 如 下 定义 . 
定义 2.12 设 <=f(z,y) 是 定义 在 区 域 D 上 的 二 元 函数 ,(zo ,yo)ED 为 一 定点 . 当 自 
变量 y 固定 在 yo,z 在 ze 处 取得 增 量 Az, 即 z=zo 十 Az, 相 应 的 函数 值 的 增 量 为 
f(zo 十 Az,yo) 一 f(zo,yo) (或 写 为 FCz,y) 一 了 (zo ,yo0)). 
如 果 


ii f(zo tt Arsy) — f(xos ym) (或 写 为 Iim | (2.1) 


Ar-=0 Arz 下 一 3o 
存在 , 则 称 函 数 = jz,y) 在 点 (zo,yo) 处 关于 工 可 偏 导 , 并 称 此 极限 为 函数 在 该 点 处 关于 
2 的 偏 导数 (partial derivative) , 记 作 
9z 9f 
zj 一 ma az 


zw? | 或 广 (zoyyo)， 


?一 2 3=% 


如 果 函 数 < 三 f(z,y) 在 区 域 D 内 任 一 点 (x,y) 处 关于 zz 的 偏 导 数 都 存在 , 则 D 内 每 一 
点 (z,y) 与 这 个 偏 导数 f(z,y) 构 成 了 一 种 对 应 关系 , 即 二 元 函数 关系 ,因此 称 f,(z,y) 为 


函数 < 一 f(z,y) 关 于 自 变量 的 偏 导 函 数 (也 称 为 偏 导数 ), 也 可 以 记 作 洽 ,3,<, 
类 似 地 ,函数 一 f(z,y) 在 点 (xo,y6) 处 关于 自 变量 y 的 偏 导数 定义 为 


本 (Czoyyo 十 Ay) 一 FCzoyyo) 


万 (rzoyyo) lim BR 9 (2.2) 
或 记 作 
9z af 大 
dy |z=z0” 9y |*=-m zo 
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同 理 也 可 以 定义 函数 2 二 f(z,y) 关 于 自 变量 y 的 偏 导 (函数 , 记 作 关 ,区 喜 六 二 而 
关于 定义 2. 12 的 几 点 说 明 . 
(1) 对 一 元 丽 数 而 言 , 导 数 入 可 以 看 作 函 数 的 微 商 , 即 因 变量 的 微分 dy 与 自 变量 的 微 


分 dz 的 商 ， 但 偏 导数 的 记号 了 一 个 整体 ,不 可 拆 分 ,可 参见 例 2. 13. 


(2) 宇 一 移 国庆 煌 分 学 中 ,我 们 各 道 , 基 弟 痢 六 在 半点 导数 存在 , 齐 记 在 谨 癌 忆 十 过 绒 
但 对 多 元 函数 而 言 , 即 使 函数 在 该 点 处 关于 各 个 自 变量 的 偏 导数 都 存在 ,也 不 能 保证 函数 在 
该 点 连续 ,参见 例 2. 10. 

(3) 二 元 函数 的 偏 导 数 可 以 推广 到 三 元 及 以 上 的 多 元 函数 . 例如 ,三 元 函数 = 了 (x,y， 
z) 在 点 (x,y,z) 处 的 偏 导 数 定义 为 
了 (zz 十 Azyyye) — fs ys 5) 


fr(z,y,2) = lim RE (2. 3a) 
oj fry Ays2) — fry z)， . 
万 (zyvz) lim A (2. 3b) 
Fy = i eA) = fe (2.30) 
Ar— 


0 Az 
(4) 由 定义 可 见 , 在 式 (2.1)、(2.2) 中 ,各 极限 表达 式 的 分 子 都 是 函数 关于 某 一 自 变量 
的 增 量 , 称 为 关于 对 应 自 变量 的 偏 增 量 (partial increment) ,分 别 记 作 A;z 和 A,z, 即 
A-z = f(zo Azsy)—f roy) 和 A,yz = f(zo ,Yo Ay) — f(zo ,yo0). 
根据 式 (2. 3a,b,c), 可 以 类 似 地 定义 函数 4 二 f(z,y,x) 在 点 (zo,yo,xo) 处 的 偏 增 量 
Au , Au 和 A.u. 
(5) 偏 导数 的 定义 表明 ,在 求 多 元 函数 对 某 个 自 变 量 的 偏 导数 时 ,只 需 把 其 余 的 自 变量 
暂时 看 作 常 数 ,然后 直接 利用 一 元 函数 的 求 导 公式 及 复合 函数 求 导 法 则 计算 即 可 . 
例 2.8 已 知 函 数 FCz,y) 一 翌 十 zy 十 只 十 2z 十 3, 求 f(z,y) 在 点 (1,0) 处 的 偏 导数 . 
分 析 可 以 用 定义 2. 12 计算 ,也 可 以 先 求 偏 导 数 再 代 值 . 
解 法 一 用 定义 2.12 计算 .由 式 (2.1) 可 得 
im 一 人 0) ji zs 十 2z 十 3 一 6 lim 2 十 2z 一 3 


二 一 时 1 二 时 zl | 


fd,0) 65 


由 式 (2. 2 可 得 


广 G1;0) jm 一 全 i 王 二 w 半 并存 本 36 和 过 和 天 让 
y—0 y=0 y y=0 y 
法 二 ” 先 求 偏 导数 青 代 值 . 不 难 求 得 ， =37 +y+2,3E > 一 z 十 2y, 所 以 有 
9z 可 2z | 
3z | 3X1 十 0 十 2 一 5， 3y | 1+2X0=1, 


例 2.9 求 下 列 函 数 关于 各 个 自 变 量 的 偏 导数 : 
(1) z=e” sin(zx++2y); (2) sarcsin (TE); (3) wx 一 xz. 


分 析 利用 规则 “在 求 多 元 函数 关于 某 一 自 变 量 的 偏 导数 时 ,把 其 余 自 变量 暂时 看 作 常 
数 , 然 后 利用 一 元 函数 的 求 导 方 法 计算 . ”注意 到 ,对 于 一 元 函数 的 求 导 运 算 , 题 (1) 中 用 到 了 
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求 两 个 函数 乘积 的 导数 和 求 复 合 函 数 的 导数 的 方法 ; 题 (2) 中 用 到 了 反正 弦 函 数 的 导数 和 
两 个 函数 商 的 导数 ; 题 (3) 中 用 到 了 求 寡 函数 的 导数 和 指数 函数 的 导数 的 方法 . 

解 (1) 宇 = 世 (ee) .sin(z 十 2y2) 十 e” 。 区 GinCz+2y)) 


=2ze” sin(z+2y: ) 十 ee cos(z 十 2y2)5 


gz 9 人 Cy 
ey 。 sin(z 二 28) 十 ef Fsin(zt2y)) =—4ye" cos(z 十 2 )， 
Pe ¥) lz| .yy 下 
Gk 1 de\ /Ty x 全 [二 
本 
Dx 1 , (过 |zl| ,2y 2|zly 
9y 二 交 Ady\r VT—y - XIVr—y 
了 
Es 


(3) 特别 地 ,在 求 函 数 x 一 z= 关 于 自 变量 zx 的 偏 导 函数 时 ,u 二 zx 可 以 暂时 看 作 是 竹 函 
数 , 在 关于 其 他 两 个 自 变 量 求 偏 导数 时 ,wx 一 z# 可 以 暂时 看 作 是 指数 函数 . 因此 有 


闫 一 Yri!; 绎 = 二 mx 区 ( 羡 ) zalnz。 L = Lrtlnz; 
= 让 ne 六 (= nz ( 3) zi lnz. 
XYy 
ss (zy)A(0,0), 
例 2.10 已 知 二 元 函数 f(z,y)=|z +y” 求 f.(0,0) 和 f,(0,0). 
0， (zy) 一 (0,0). 
分 析 利用 定义 2. 12 计算 较为 方便 . 注意 到 ,由 例 2.6(1) 可 知 ,该 函数 在 点 (0,0) 处 不 


解 ” 分 别 利用 式 (2.1) 和 式 (2.2) 可 得 


:FCOFAz ON— FCO 1 0 
f:(0,0) lim lim A 0; 

. fC(0,0+ Ay)—f(0,0) _ 1. 0 
f,(0,0) lim A lim 总 0. 


例 2.11 证 明 : 函数 f(z,y)== Vz 十 在 点 (0,0) 处 关于 自 变量 xz 和 y 的 偏 导数 都 不 
存在 . 

分 析 利用 定义 2.12 证 明 . 注意 到 ,该 函数 在 点 (0.0) 处 连续 . 

证 分 别 利用 式 (2.1) 和 式 (2.2) 可 得 


. fC(0+ Azxr,0)— f(0,0) ge 
f.(0,0) lim A lim Re 
.  f(0,0+ Ay)— f(0,0) . | Ay 1 
MA Lm Ay ln Ay 
易 见 ,上 面 两 个 极限 都 不 存在 , 即 该 函数 关于 自 变量 zx 和 > 的 偏 导数 都 不 存在 . 证 毕 


例 2. 10 和 例 2. 11 说 明 , 函 数 在 某 一 点 的 偏 导 数 和 函数 在 该 点 是 否 连续 没有 必然 联系 . 
例 2.12 求 r= Vz 十 yy 十 x 的 偏 导数 . 
分 析 在 求 某 个 自 变量 的 偏 导 数 时 ,将 其 余 自 变量 暂时 看 作 常 数 ,直接 利用 一 元 复合 函 
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数 求 导 法 则 计算 即 可 . 
解 97 2% 工 qr 2y y 
Wr BT 1" pVRTRFE + 
9r_ 2z 三 
例 2.13 已 知 理想 气体 的 状态 方程 pV 一 RTCR 为 常数 ) ,证 明 : 2 如 .27 。 于 = 一 ! 
分 析 根据 等 式 pV 一 RT 分 别 计算 疹 .5.3 然后 再 计算 它们 的 乘积 即 可 . 
RT Fr 以 92-_RT 后 求 得 到 及 9T_V 
证 “因为 一 人 ,所 以 聊 一 一 算 . 同 理 可 求 得 光一 全, 红 一 长 ,因此 有 
ap ,aV ,aT__RT.R.V__RT ， 
av aT ap Vi'p R pV 有 证 毕 
2.2.2 全 微分 
1. 全 微分 的 定义 


由 一 元 微分 学 知道 , 若 函 数 >= F(z) 在 点 xo 处 可 微 , 则 有 
dy 一 (xzo)Az， 且 Ay = dy 二 +o(Axz), 
即 dy 是 Az 的 线性 函数 ,并 且 当 Ar 一 0 时 ,函数 值 的 增 量 Ay 与 微分 dy 的 差 是 比 Az 的 高 
阶 无 穷 小 . 自然 想到 的 问题 是 : 多 元 函数 是 否 也 有 类 似 的 关系 呢 ? 
由 式 (2.1)\ 式 (2.2) 可 见 , 当 Az,Ay 都 很 小 时 ,二 元 函数 的 偏 增 量 与 自 变 量 增 量 之 间 的 
关系 为 


Azz = f(zot Arsyo)— f(xosy0) = fr(xosy0)Arto(Ar), 
Ayz = f(xosyot Ay)— fxosy0) = f(xo,Y0)AMyt+o(Ay). 
将 上 式 中 的 f(zxo ,yo)Az 和 了 ,(zo ,yo)Ay 分 别称 为 函数 二 f(z,y) 在 点 (xo，,yo) 处 关于 自 
变量 x 和 > 的 偏 微分 (partial differential). 
注意 到 , 偏 微分 与 偏 导 数 都 只 是 针对 某 一 自 变 量 而 言 的 . 在 实际 应 用 中 ,经 常 需要 研究 
多 元 函数 关于 各 个 自 变量 都 取得 增 量 时 因 变 量 所 获得 的 增 量 , 即 所 谓 全 增 量 的 问题 ,进而 研 
究 多 元 函数 的 全 增 量 、 全 微分 和 偏 导数 之 间 的 关系 . 下面 以 二 元 函数 为 例 进行 讨论 . 
假设 二 元 函数 >= (zyy) 在 点 Po (zo ,yo) 的 某 邻 域内 有 定义 ,Pi(zo 十 Az,yo 十 Ay) 为 
邻 域内 的 任意 一 点 , 称 f(xo 十 Azx,yo 十 Ay) 一 f(xo ,yo) 为 函数 在 点 Po (zxo ,yo) 对 应 于 自 变 
量 增 量 Az,Ay 的 全 增 量 (total increment) , 记 作 Az. 即 
z= f(zot Ar, yo Ay) — f(xo ,yo). (2.4) 
类 似 于 一 元 函数 中 函数 值 的 增 量 与 微分 的 关系 ,我们 引入 二 元 函数 全 微分 的 定义 ,进而 
可 以 将 其 推广 到 三 元 及 以 上 的 多 元 函数 . 
定义 2.13 ”如果 函数 > 三 f(z,y) 在 点 Po(xo，yo) 处 的 全 增 量 ( 式 (2.4)) 可 以 表示 为 
z= AAz+BAy+o(p), (2.5) 
其 中 A,B 为 不 依赖 于 Az,Ay 的 常数 ,po 二 VCAz)? 十 (Ay)?, 则 称 函 数 z= 二 f(x,y) 在 点 
Pu(zo,yo) 处 可 微 ,AAz 十 BAy 称 为 函数 == Frz,y) 在 点 Po (zo ,yo) 处 的 全 微分 (total dif- 
ferential) , 记 作 dz, 即 


第 2 章 多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 


Difjerential calculus of multivariable functions and its applications 


dz |cuw) = AAz + BAy. 

关于 定义 2. 13 的 几 点 说 明 . 

(1) 由 式 (2.5) 可 见 , 全 增 量 Az 与 自 变量 的 增 量 Az,Ay 是 线性 关系 ; 当 Ax,Ay 都 趋 
于 零 时 ,全 增 量 Az 与 全 微分 dz 的 差 是 比 p 的 高 阶 无 穷 小 , 它 是 用 定义 判断 二 元 函数 在 某 一 
点 可 微 的 必 备 条 件 . 

(2) 根据 多 元 函数 在 某 一 点 处 连续 的 定义 (定义 2. 8) ,容易 验证 : 车 二 元 函数 = 一 
f(z,y) 在 点 Po (zo ,yo) 处 可 微 , 则 函数 在 该 点 处 一 定 连续 . 

(3) 若 函 数 在 区 域 D 内 每 点 (xz,y) 都 可 微 , 则 称 函数 在 D 内 可 微 . 

2. 函数 可 微 的 条 件 

对 于 一 元 函数 ,可 微 和 可 导 是 等 价 关系 ,但 是 对 于 多 元 函数 ,这 种 关系 就 不 复 存 在 了 . 根 
据 多 元 函数 可 微 的 定义 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 2.3( 可 微 的 必要 条 件 ) 若 二 元 函数 *= jz,y) 在 点 (z,y)ED 处 可 微 , 则 函数 在 


该 点 处 的 偏 导数 3 ,2 存在 ,上 < 一 f(z,y) 在 点 (z,y) 处 的 全 微分 为 


WE Se 
dz = aze7 4 5y4Ay. 


分 析 利用 二 元 函数 偏 导数 以 及 全 微分 的 定义 证 明 . 
证 由 于 x 二 f(x,y) 在 点 (zx,y) 处 可 微 ,由 全 微分 的 定义 知 ,在 点 (zx,y) 的 某 一 邻 域 
内 有 


f(zi+Ar,yt+Ay)— fr,y) 一 AAz 十 BAy 十 o(o). 
特别 地 , 当 Ay=0 时 ,上 式 变 为 f(z 十 Az,y) 一 f(r,y) 二 AAr 十 ol(|Ax|), 两 端 同 除 以 Az， 
再 令 Az 一 0, 可 得 


jas f(xi+Axzsy)— flr,y) A 
Ar-0 Arz 


从 而 偏 导数 3 存在 , 且 3= 一 A. 同样 可 证 3 存在 , 且 2 一 .于 是 
TX 了 y 


9 并 


9z 9z 、 
dz 一 到 站 ayAy. 证 毕 


定理 2. 4( 可 微 的 充分 条 件 ) 车 二 元 函数 = 二/(x,y) 的 偏 导 数 舌 , 守 在 点 (x,y) ED 


处 连续 , 则 函数 在 该 点 处 可 微 . 
分 析 利用 二 元 函数 偏 导 数 以 及 全 微分 的 定义 证 明 . 
证 ”对 全 增 量 利用 配 项 方法 和 一 元 函数 的 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 
z= f(z Azsy Ay)— f(r,y) 
一 jz 十 Azyy 十 Ay) 一 (zy 十 Ay) 十 zy 十 Ay) 一 zy) 
= 六 Cz 十 OAr,y 十 Ay)Az 十 记 (z,y 十 Ay)Ay， 
其 中 0<0%<1,0<0 一 1. 已 知 函数 = 一 FCzsy) 的 偏 导数 在 点 (z,y) 处 连续 ,有 
limfs(r tOAr,yt Ay) 二 f(z,;y) 和 limf,(x»y + OAy) = f,(z,y). 


Ay0 Ay>0 


于 是 有 
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FFCz 二 OAr,y 十 Ay) = flzsy)t+a 和 f(xysyt+hAy) = flr,y)+p, 
lima 二 0,1limB 二 0. 从 而 
Ar-0 Ar0 

Ay0 


其 中 


Az= f(z Ar,y+ Ay)— f(r,y) 
一 万 (Cz,y)Az 十 广 Cz,y)Ay 十 cAz 十 BAy. (2.6) 
注意 到 ,在 式 (2.6) 中 ,有 


Le | <lx1 竺 +181 乞 <lel+H8I 一 0 一 0， 


或 记 作 acAz 十 BAy=o(po)(o~0+). 因此 有 
Az = f(z 十 Ar,y 十 Ay) 一 zy) = f(z,y)Arit fr,y)AMy + olp). 

由 函数 的 可 微 性 定义 (定义 2. 13) 知 ,函数 在 该 点 处 可 微 . 证 毕 

关于 定理 2. 3 和 定理 2. 4 的 几 点 说 明 . 

(1) 定理 2.3 和 定理 2.4 的 结论 可 以 推广 到 三 元 及 以 上 的 多 元 函数 . 

(2) 定理 2. 3 只 给 出 了 函数 在 某 一 点 的 全 微分 存在 的 必要 条 件 , 即 函 数 可 微 一 定 存在 
关于 各 自 变 量 的 偏 导 数 ; 但 反之 未 必 成 立 , 参 见 例 2. 14. 

(3) 类 似 地 ,定理 2.4 只 给 出 了 函数 在 某 一 点 的 全 微分 存在 的 充分 条 件 , 即 函数 的 偏 导 
数 连 续 ; 反之 也 未 必 成 立 ,参见 例 2. 15. 

(4) 与 一 元 函数 类 似 , 习 惯 上 将 自 变 量 的 增 量 Az 和 Ay 分 别 记 为 dz,dy. 于 是 函数 > 一 
f(z,y) 在 点 (x,y) 处 的 全 微分 可 重新 记 作 


a9z gz 
dz = Er C2 7 
类 似 地 ,三 元 函数 4 二 f(z,y,x) 的 全 微分 可 表示 为 
au au au 
du 一 元 dz 十 5 十 ed (2. 8) 
ZY x 十 y: 顽 0， 
例 2.14 已 知 函 数 FCz,y) 一 1VZ 十 y 证 明 : 该 函数 在 点 (0,0) 处 的 
0， 2 十 只 一 0. 


偏 导 数 存在 ,但 是 不 可 微 . 
分 析 利用 二 元 函数 偏 导数 以 及 全 微分 的 定义 证 明 . 
证 由 偏 导 数 的 定义 ,有 
CO+Ar,0) 一 Fo0,0) _ jm 0 


万 (0,0) = lim ee lim oO = 0; 
f,(0,0) = lim OS Ay) = FCO i 
Ay-0 Ay ay-0 Ay 
即 f.(0,0) 二 f,(0,0) 二 0. 进一步 地 ,有 
AE— CAC As 00 AN = 
V(Az)’ + (Ay)? 
由 例 2. 6(1) 知 
ArAy 
lim MAz) 十 CAy _ jm Ar*Ay 
Ne p 0 (Az)2 + (Ay)’ 
et 
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不 存在 ,所 以 当 p>0+ 时 ， 
—[f.(0,0)。 Az 二 +f,(0,0)。 Ay] 


不 是 比 o 的 高 阶 无 穷 小 ,因此 函数 在 点 (0,0) 处 不 可 微 . 证 毕 
1 
2 十 y2)si ， 22 十 昂 天 0， 
例 2.15 已 知 函数 rn- Me 证 明 : 该 函数 在 点 
0， z+y =0. 
(0,0) 处 的 偏 导数 不 连续 ,但 是 可 微 . 
分 析 利用 二 元 函数 偏 导 数 以 及 全 微分 的 定义 证 明 . 
证 由 偏 导数 的 定义 ,有 
一 | 
广 (0,0) tim Ff(0;0) lim [Ar sin er]=° 
户 (0.0) = lim ee = lim [ay sin ras ]= 
即 广 (0,0) 王 用 (0,0) 王 0. 进 一 步 地 ,有 


Az 一 [六 (0,0)。Az 十 户 (0,0)。Ay] = [CAz) 十 (Ay)]sin 


p= VCAzjz 二 CAy)5 


1 一 Psin L 
(Az) 十 (Ay Og? 


?sin 二 


Pp sin 1 
易 见 , lim £ lim [esin =] 0, 即 函数 在 点 (0,0) 处 可 微 . 
prot e pot Pe 


下 面 考察 函数 的 两 个 偏 导数 f;(z,y) 和 f,(x,y) 在 点 (0,0) 处 的 连续 性 . 不 难 求 得 , 当 
(xz,y) 关 (0,0) 时 ,有 


; 1 
f(x,y) = 2zsin 3 5 


注意 到 ,在 上 式 中 ， lims a 一 一 一 不 存在 ， 因而 limf;(zx,y) 不 存在 ， 即 偏 导 数 广 Cz,y) 在 点 (0,0) 
处 不 连续 . 同 理 可 证 ， 7, (zsy) 在 点 (0,0) 处 也 不 连续 . 证 毕 

由 例 2. 14 和 例 2. 15 可 见 , 对 于 多 元 函数 而 言 ,各 偏 导数 存在 并 不 能 保证 函数 的 全 微分 
存在 , 反 过 来 ,即使 函数 的 全 微分 存在 ,虽然 能 够 保证 偏 导数 存在 ,但 并 不 能 保证 偏 导数 连 
续 . 其 中 的 原因 是 : 函数 的 偏 导数 仅 描述 了 函数 在 一 点 处 沿 坐 标 轴 的 变化 率 , 而 全 微分 描述 
了 函数 沿 各 个 方向 的 变化 率 情况 . 对 于 多 元 函数 ,连续 、 偏 导数 存在 与 可 微 之 间 的 关系 如 
图 2.10 所 示 . 


偏 导数 连续 | 函数 可 微 


偏 导数 存在 


图 2.10 


2.2.3 偏 导 数 和 全 微分 的 几何 解释 
由 一 元 函数 的 微分 学 知道 ,一 元 函数 在 某 一 点 处 的 导数 (如 果 存 在 ) 在 几何 上 表示 曲线 
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在 该 点 处 切线 的 斜率 . 对 于 二 元 函数 而 言 ,其 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 曲面 ,那么 二 元 函数 
关于 某 一 自 变 量 的 偏 导数 (如 果 存 在 ) 有 什么 样 的 几何 解释 呢 ? 

下 面 考察 偏 导数 f, (zo ,yo) 和 f,(xo ,yo) 在 空间 直角 坐标 系 中 的 几何 意义 . 

对 于 给 定 的 二 元 函数 z= 二 f(z,y)((z,y) ED), 它 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 的 曲面 如 
图 2. 11(a) 所 示 . 设 点 Mo (zo ,yo ,f(zxo，yo)) 是 该 曲面 上 的 一 点 ,过 点 Mo 作 平 面 > 一 ,与 


Wt (Zz 为 参数 ), 则 偏 导数 f; (zo, yo) 表示 上 述 
z=f(zx,y0) 

曲线 在 点 Mo。 处 的 切线 MoT, 关于 xz 轴 正 向 的 斜率 . 同 理 , 偏 导数 f, (xo,yo) 是 曲面 被 平面 
2Z 一 Zo 所 截 得 的 曲线 在 点 Mo 处 的 切线 MoT, 关于 > 轴 正 向 的 斜率 . 


Paoy) Ar=dy 


图 2.11 


同样 由 一 元 函数 的 征 分 学 知道 ,如 果 函 数 在 某 一 点 处 可 微 , 则 对 应 的 平面 曲线 在 该 点 存 
在 切线 .类 似 地 ,如 果 二 元 函数 >= (zy) 在 点 P(zo,wyo) 处 可 微 , 则 对 应 的 曲面 在 点 
Mo (zo ,yo，f(zxo ,yo)) 处 存在 切 平面 ,方程 为 

z—zo = fr(xoy0) (TO— To) fy (xo yo) yO— yo0). (2.9) 

注意 到 , 式 (2.9) 的 左边 为 切 平面 上 点 的 竖 坐 标的 增 量 , 右 边 为 函数 z= 二 f(z,y) 在 点 
P(zo ,yo) 处 的 全 微分 . 故 函 数 > 二 f(z,y) 在 点 P(zo ,yo) 处 的 全 微分 在 几何 上 表示 曲面 z= 
了 (zsy) 在 点 Mo (zo ,yo 了 (zo，yo)) 处 的 切 平面 上 的 点 的 竖 坐 标的 增 量 , 如 图 2. 11(b) 所 示 . 

例 2.16 求 下 列 函数 的 全 微分 : 


(1) zx 一 In(1 十 z2 十 y2); (2) uztsin HY te, 
分 析 ” 先 计 算 相 应 的 偏 导 数 , 再 将 它们 代入 式 (2.7) 或 式 (2. 8). 


27 gz 2y 
1 十 z2 十 y%2 "9y 1 十 z2 十 y2” 


解 (1) 因为 3 由 式 (2.7) 可 得 


畏 2z 2y 
dz [人 攻 本 本 本 
9 r 9 9. 
(2) 因为 宪 二 3 cos 2 二 yxer 了 cos 三 2 上 zzem ,下 一 zyen ,由 


式 (2. 8) 可 得 


du = 人 二 二 eos 于 ye drt ($e0s E+ er Jdy +t ye de. 
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思考 是 

1. 函数 一 (rz,y) 在 点 (rovyo) 处 连续 、 偏 导数 存在 、 可 微 的 关系 是 什么 ? 并 对 它们 之 
间 的 关系 举例 说 明 . 

2. 说 法 “函数 z 二 f(x,y) 在 点 (zo ,yo) 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 : 当 V(Az) 十 (Ay) 一 0 
时 ,Az 一 f(z,y)AXx 一 f,(X,y)Ay 是 无 穷 小 量 ” 是 否 正 确 ? 说 明理 由 . 


Qa 


1. 求 下 列 函数 关于 各 个 自 变量 的 偏 导数 : 


me 3 2 9 i 
(1) z=z’ 二 2y 十 3zy 一 25 (2) > 下 
(3) = 一 Vz 十 Vzy 十 ln(Czy 十 1); (4) x 一 tan(z2 十 2y 十 3er); 
(5) u=e” sin(z2 十 zyz); 《6) zx 一 27 一 和 


2. 设 F(z,y) 一 V16 一 刀 一 光 , 求 亡 (2,V3)， 记 (2,V3). 

3. 求 下 列 函数 的 全 微分 : 

(1) z= Vr +y +l1; (2) z 一 ercos(z 十 办); (3) = 一 ez 

(4) z= (zy)’; (5) u=arctan(zyz); (6) wx 一 xz =. 

4. 求 函数 = 一 2z3 十 3yz 在 点 (1,2) 处 当 Ax 二 0.2,Ay 一 0.1 时 的 全 增 量 及 全 微分 . 
5. 求 函 数 = 一 es (zx? 十 y 一 2) 在 点 (2,1) 处 的 全 微分 . 


1. 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 : 


(1) ssin cos Ys (2) u=sin 之 。ln(z 十 =); 


Vy » 
(==| e'di(z>0,y> 0). 
0 


二 BE gz 
设 z 二 ez-y ,证 明 :， zz 一 2 一 一 2z 
2. 设 zx 一 e 证 明 : z 天 十 y Gy 2%, 


3. 求 函 数 z= 二 In(Yz 十 Vy 一 1) 当 Ax 二 0.03,Ay 二 一 0.02 时 在 点 (1,1) 处 的 全 微分 . 


这 站 
4. sie 下 全》 0, 在 点 (0,0) 处 是 否 可 微 ? 
0， 2 十 史 一 0 
5. 求 函 数 uw 二 -5 二 二 二 六 关于 各 个 自 变量 的 偏 导数 . 
tye 


6. 求 函 数 wx 一 2z3 一 tan(Czy) 十 arctan 六 的 全 全 分 . 
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Differentials of composite functions of several variables 


本 节 对 求 一 元 复合 函数 导数 的 “ 链 式 法 则 ”进行 推广 ,用 于 求 多 元 复合 函数 的 偏 导 数 . 与 
一 元 复合 函数 相 比 ,多 元 复合 函数 的 形式 更 为 多 样 化 . 我 们 仍 以 二 元 函数 为 主 ,根据 二 元 复 
合 函 数 的 不 同 复合 形式 ,讨论 一 种 经 典 形式 的 多 元 复合 函数 偏 导 数 的 “ 链 式 法 则 ”, 其 他 形式 
的 复合 函数 可 以 以 此 类 推 . 


2.3.1 多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 


首先 回顾 一 元 复合 函数 的 “ 链 式 法 则 ”, 即 : 先 将 给 定 的 复合 函数 分 解 为 若干 个 简单 函 
数 ( 形 成 一 个 由 简单 函数 构成 的 “链条 ”) ,然后 按照 从 外 到 内 的 顺序 对 各 级 函数 依次 求 导 ， 
再 将 这 些 导数 进行 相 乘 . 例如 ,车 函数 y= 二 f(g[h(z)]} 可 以 分 解 为 可 导 的 简单 函数 
y= 二 JQ0),U 二 g(v) ,v= 二 hh(rx),“ 链 条 ”为 y>u 一 vz, 则 函数 y= 二 flg[Lh(z)]) 的 导数 为 


dy.du.dv di CoD sD = pL 全 训 区 条 吉 认 充 
y a fg hx) = {gh gLh(x)] h(x). 


受 此 启发 ,下 面 将 这 种 一 元 函数 的 “ 单 链 条 ”推广 到 多 元 复合 函数 的 “多 链条 ”. 

1. 经 典 形式 的 多 元 复合 函数 

首先 给 出 多 元 复合 函数 的 一 个 经 典 形 式 , 其 他 形式 可 以 依 此 推广 . 

设 函 数 4 二 u(x,y) 及 v= 二 v(xz,y) 在 xzOy 平面 上 的 区 域 D 上 有 定义 ,函数 = Fu,u) 在 
uOv 平 面 的 区 域 D, 上 有 定义 , 且 有 {Gu,w) lu=u(z,y),v 二 v(xz,y),(z,y)ED}CD,, 则 
函数 

z= f[Lu(z,y),uCz,y)]， (zy) ED 
称 为 由 函数 > 二 f(u,v) 和 函数 二 u(x,y),v 二 v(x,y) 构 成 的 二 元 复合 函数 (composite func- 
tion of double variables), 其 中 < 二 fl(u,v) 称 为 外 函数 (outer function),w 二 u(x,y) 和 
2 一 uCz,y) 称 为 内 函数 Cinner funtion). 

定理 2.5 车 内 函数 4 二 u(xz,y) 及 v= 二 v(z,y) 都 在 点 (x,y) 处 可 微 ,外 函数 z= 二 f(u,v) 
在 点 (u,v) 二 (uz,y),v(z,y)) 处 可 微 , 则 复合 函数 = Lu(z,y),uoCzyy)] 在 点 (z,y) 处 可 
微 , 且 它 关于 xz 和 y 的 偏 导数 分 别 为 


dz _ dzAu | 9zAv 9z _ 9z qu | 9z 9v 
dz udr 和 了” dy uy 和 


分 析 综合 利用 多 元 函数 的 连续 、 偏 导数 、 可 微 的 定义 证 明 . 
证 ”由 假设 内 函数 = 二 u(xz,y) 及 v= 二 v(z,y) 都 可 微 ,类 似 于 式 (2.6), 有 
Pe JAr + Ay ta dr tpBAy, Av = PAr +t YAy toar tpBAy, 
其 中 ,pi ,oz ,Be 是 当 Az 一 0,Ay 一 0 时 的 无 穷 小 . 因为 外 函数 z= 二 =f(u,v) 在 点 (u,v) 处 可 
微 ,类 似 于 式 (2.6), 有 


(2.10) 


az 3z ， 
Az Epp 十 3 二 aAu 二 BAv， 


其 中 4,8 是 当 Au>0,Av>0 时 的 无 穷 小 .将 Au,Av 的 表达 式 代 入 上 式 , 有 
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qz qi 9 qz 9 9 
让 (E+e) (EArt Ay taAr | BAy)+ (¥ | B)] (Far+ Fay | mArtBAy), 


整理 后 可 得 


Az 6 Sn 也 jaz 二 (天 de De 2) HzAzrz 十 FAy， (2.11) 


De va EE 醒 下 
其 中 
-gz gz au gv 
a Bu! EE az° 去 aal 十 Ba， 


B=— Fp + Fp + Fa + 38 + ap + PBs. 


由 于 内 函数 4 二 uz,y) 及 v 二 v(z,y) 在 点 (x,y) 处 都 可 微 ,因此 它们 在 点 (x,y) 处 都 连续 ， 
即 当 Az,Ay->0 时 ,有 Au,Av 都 趋 近 于 零 , 从 而 有 au ,as ,asBi ,六 ,8 都 趋 近 于 零 . 于 是 当 Az， 


Ay 一 0 时 ,可 知 刀 ,月 者 趋 近 于 零 ,进而 有 “全 -AY 趋 近 于 零 ， 由 式 (2.11) 可 以 推 得 ,复合 


函数 = FLuCzyy),uCzyy)] 在 点 (zyy) 处 可 微 ,并 且 可 以 得 到 它 关 于 zx 和 >y 的 偏 导 数 公 
起 (到 20 证 毕 

关于 定理 2. 5 的 几 点 说 明 . 

(1) 由 定理 的 证 明 过 程 可 见 , 用 到 的 知识 点 是 多 元 函数 的 连续 、 偏 导数 、 可 微 的 定义 ， 
但 用 到 的 知识 点 较 多 ,过 程 较为 复杂 , 且 环 环 相 扣 , 对 初学 者 来 说 掌握 该 定理 的 证 明 过 程 
有 一 定 难 度 . 然而 ,如 果 能 够 理 顺 该 定理 的 证 明 脉络 ,对 培养 初学 者 的 逻辑 推理 能 力 意义 
重大 . 

(2) 在 具体 问题 中 , 若 只 求 复合 函数 >= FLu(Cz,y),uoCzyy)] 关 于 xz 和 > 的 偏 导 数 , 则 定 
理 中 对 内 函数 妈 4 二 u(x,y) 及 v= 二 v(xz,y) 的 条 件 可 以 适当 放宽 , 即 只 要 求 内 函数 关于 zx 和 y 
的 偏 导数 存在 就 足够 了 .但 是 对 于 外 函数 x 二 fu.v) 在 点 (u.v) 处 可 微 的 x 
条 件 不 能 省 略 ,否则 式 (2. 10) 不 一 定 成 立 . 请 读者 思考 为 什么 ? ‘< 

(3) 式 (2. 10) 也 称 为 * 链 式 法 则 ”,* 链 条 "如 图 2. 12 所 示 . z 人 < 

例 2.17 求 下 列 函数 关于 自 变量 zx 和 yy 的 偏 导数 : "< 

(1) zx 一 cos(zy)。ln(z 十 y); 

(2) z= 二 了 (x? 十 y,2z 十 y), 其 中 是 可 微 函数 ; 

(3) x= fu,u) ,其 中 = Vz 十 y ,v= 二 zxsiny,f 是 可 微 函 数 . 

分 析 利用 式 (2. 10) 计 算 . 

解 (1) 令 z=cosu* lnv,u 二 xy,v 二 x 十 y. 由 式 (2. 10) 可 得 


az _ gz du | 9z qv 
gm 97 


2. 12 


lnv 。( 一 sinu) 5 1 »。 cosu 
也 


一 一 ysin(zy)ln(z 十 y) 十 人 
FS 
qz 9z qu 


az av 
ay au ay 


9v 9y 


| 
T 


lnv 。( 一 sinu) 上 1 » cosu 
vv 


cos(xy) 
es 


一 一 Zsin(Czy)ln( 工 十 y) 十 
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(2) 令 kx 一 妇 十 yu 一 2z 十 %. 由 式 (2.10) 可 得 


az dz du ,dz gm 5 BE3 gz du ,gz 9m / 2 
ee 2zf1+ 2f2; 9 3y 1 ao 3y fi+3y fe. 


得 9u 1 du on :go 和 
《3 不 难 求 得 ,元 a 了 :35 Siny33 Zzcosy. 由 式 (2. 10) 可 得 
gz gz du ,gz qv 着 -fs 
7 ar 和 了 
人 A 十 fszcosy。 


dy au ay ao ay 2VETT7 

上 式 中 ,fi , 户 分 别 表 示 函 数 f(w,v) 对 第 一 个 .第 二 个 变量 的 偏 导 数 . 
注意 到 ,这 里 针对 复合 函数 的 外 函数 的 偏 导 数 采用 了 记号 fi ,2, 目 的 很 明确 ,它们 表 
示 对 复合 函数 中 第 几 个 中 间 变 量 的 偏 导数 . 这 种 表示 方法 的 好 处 是 条 理 清晰 ,不 易 产 生 
混淆 . 

2. 其 他 形式 的 多 元 复合 函数 

作为 定理 2. 5 的 一 个 特殊 情况 , 若 内 函数 xx 和 v 都 只 是 上 的 函数 , 即 二 u(t) 和 w= 
v(t) , 则 对 复合 函数 == Fu su) 的 “ 链 式 法 则 ?有 如 下 推论 . 

推论 1 车 内 函数 ==u(t) 和 w= 二 v(t) 关 于 t 均 可 导 , 外 函数 z= 二 fl(usv) 在 点 (u,v) 处 可 
微 , 则 复合 函数 z= 二 f[u(?) ,wv(z)] 关 于 1 可 导 , 且 其 导数 的 计算 公式 为 


de 9s du | 9s du 
re (2.12) 


分 析 类 似 于 定理 2.5 的 证 明 思 路 . 
证 设 自 变量 +: 有 增 量 At, 则 函数 4 二 u(1),v 二 v(t) 有 相应 的 增 量 Au,Av, 进 而 使 得 函 
数 z= 二 fl(u,v) 有 增 量 Ax. 根据 假设 ,函数 z==f(u,v) 在 点 (u,v) 可 微 ,于 是 有 


gx 9z 
Z 一 du 了 2 十 ol(p), 


其 中 o= V(Au) 十 (Av) .将 上 式 两 边 同 除 以 At, 并 进行 必要 的 配 项 ,有 


Az _ gz Au | 9z Av | olp) . (各) ( 急 } | | 
At uAt 9vAt A) 下 At At “ 


注意 到 ,由 于 w=u(t) 和 w==v(z) 关 于 +t 均 可 导 , 所 以 当 At>0 时 ,Au,Av 都 趋 于 零 , 且 


. Au_du |. Av_dv |. o(p) 
有 limay a "Ln Be 0, 于 是 


Az _ az du ,az do 
aoAt udt goodt 


因此 ,复合 函数 > 二 =f[u(?) ,v(t)] 关 于 1 可 导 , 且 其 导数 的 计算 公式 为 式 (2. 12). 证 毕 
式 (2.12) 称 为 函数 zx 二 f[Lu(t) ,v(t)] 关 于 + 的 全 u 1 
导数 ,链条 ”如 图 2. 13(a) 所 示 . Se 1 :< 1 
推论 1 的 结论 可 推广 到 中 间 变 量 多 于 两 个 的 情 ~v / 让 
况 . 如 函数 == FLu(i) ,u(i ,w(t)] 关 于 + 的 全 导数 为 (a) (b) 


dz _ gzdt | 9zdv |, 9z dw 
dt qudt ad ad 


(2.13) 图 2.13 
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求 偏 导 的 “链条 ”如 图 2.13(b) 所 示 . 

作为 定理 2.5 的 3 种 推广 形式 ,有 如 下 3 个 推论 . 

推论 2 车 内 函数 二 u(xz,y) 在 点 (xz,y) 处 关于 xz 和 y 的 偏 导数 存在 , 且 外 函数 > 一 
了 (ww) 在 对 应 点 具有 连续 导数 , 则 复合 函数 > 一 f[u(z,y)] 在 对 应 点 (x,y) 的 两 个 偏 导 数 存 
在 , 且 有 如 下 计算 公式 


9z _ dx ou 9z _ dz 9u 
ar deor” ay duay 


求 偏 导 的 “链条 ”如 图 2.14(a) 所 示 . 

推论 3 设 内 卫 数 妈 =u(z,y) ,v= 二 v(x,y) 及 w= 二 w(x,y) 在 点 (x,y) 处 关于 x 和 y 的 偏 
导数 均 存在 , 且 外 函数 z==f(u,v,w) 在 对 应 点 (u,v,w) 处 具有 连续 偏 导 数 , 则 复合 函数 > 一 
jf[LuCzyy),oCzyy),z(zy)] 在 点 (z,y) 处 关于 工 和 > 的 偏 导数 存在 ,计算 公式 为 


az_ozgou ozgon | zw oz_ qzAu ozou | 9z dw 
a a qa ap~ qn an Mn Mn 


求 偏 导 的 “链条 ”如 图 2. 14(b) 所 示 . 
有 u < < 
二 三 三 让 » 六 y 
- <， < <, < 
w Ss 


(a) (b) (©) 


(2.14) 


图 2.14 


推论 4 如 果 内 函数 = 二 u(z,y) 在 点 (zx,y) 处 关于 xz 和 y 的 偏 导数 存在 ,内 函数 v= 
v(y) 关 于 y 可 导 , 且 外 函数 > 二 fA(u,v) 在 对 应 点 (u,v) 具 有 连续 偏 导数 , 则 复合 函数 一 
f[Lulz,y) ,wv(y)j 在 对 应 点 (zx,y) 的 两 个 偏 导数 存在 ,计算 公式 为 


gz _ gz 9u 9z _ gz du ,9z dv 
ar Qu ar ay au ay qv dy 


求 偏 导 的 “链条 ”如 图 2. 14(c) 所 示 . 

例 2.18 设 内 函数 4 一 p(x,y) 关 于 zz 和 yy 的 偏 导 数 存在 ,外 函数 > 二 f(u,x,y) 具 有 连 
续 偏 导数 ,计算 复合 函数 z==fLp(zx,y),x,yj] 关 于 xz 和 y 的 偏 导 数 . 

分 析 复合 函数 z= 二 f[Lp(z,y),z,yj 可 看 作 推 论 3 中 v 一 zz 一 > 的 特殊 情形 . 

解 车 令 x 一 p(z,y) ,v= 二 zx,w 二 y, 则 有 


9v 9w am Dr 
二 0 
由 推论 3 可 知 ,复合 函数 >=JLp(z,y),z,y] 关 于 工 和 >y 的 偏 导 数 存在 ， x 
且 有 :< 
az Dr az au ， uc 
i (2.15) <, 


求 偏 导 的 “链条 ”如 图 2. 15 所 示 . 图 2.15 
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例 2.19 计算 下 列 函 数 的 全 导数 : 
(1) zx 一 er ,其 中 z=sint, y= ; 
(2) wu 二 arctan(zxz 十 y*), 其 中 这 二 e',y 一 cost,z 一 t. 


分 析 利用 计算 全 导数 的 式 (2. 12) 和 式 (2. 13) 计 算 . 
解 (1) 因为 3 er ,9z dz 


x 一 2. dy 各 
a 2e 3 Cost, 2t, 由 式 (2. 12) 可 得 


一 (er )cost 十 (一 2er2)21 = em (cost— 4). 
Du LL qu 1 Au t 
(2) 因为 了 5 站 wy i (2y) 55 I 二 Cs 于 交 75 站 


dr_， dy_ 
dt “dr 


du au dr | qu dy | 9u dz 
dt drd ayd zdt 1+(te tcost) 


例 2.20 求 函 数 ==arcsin(x 十 zw 十 z) 关 于 各 个 自 变量 的 偏 导 数 ,其 中 x=sinCzy)， 
v=X 二 yw= zy. 


分 析 ” 先 分 清 函 数 的 “链条 ”, 然 后 利用 多 元 复合 函数 的 链 式 法 则 (2. 14) 计 算 . 


9x 1 9z_ gz Mu ax gw Av 
解 ”因为 入 一 一 二 一 二 一 ?一 yc08(y) 二 一 2CO08SCZY) 
ax /iow 3 auw'az , 2 ay > 5 9y 


gm __ 9w_ 2 
1,97 279"3y 二 xz?*. 由 式 (2. 14) 可 得 


一 sinn, 竺 =1. 由 式 (2. 13) 可 得 


(te' — 2costsint + e’). 


Oe ed dee Qi 1 (ycos(zy) 十 1 十 2zy); 
or udr guor 9w qx 1 一 (sin(zy) 十 z 十 y 十 zy) | 
9z _ 9z Ou | 9z 9v | 9z 9w 1 (zcos(zy) 十 1 十 zx?). 
9y ugy gu9y 9w 9qy 1— (sin(xy) +zx+y +r y) 


例 2.21 求 函 数 4=f(z,y,z) 二 e131 关于 各 个 自 变量 的 偏 导数 ,其 中 z= 二 zx?siny. 
分 析 “ 先 分 清 函 数 的 “链条 ”, 然 后 利用 多 元 复合 函数 的 链 式 法 则 (2. 15) 计 算 . 


解 容易 求 得 , 空 一 2zsiny, 芋 一 zcosy。 利用 式 (2.15) ,有 


9 gz 用 i 

加 = fi+fs* 5 二 2zxe tte 十 2zeeH He 2zsiny = 2z(1 十 2z? sin2y) em + He sn 9 

Ou Wi y+? ye 2 Pe 2 rtsin2 

了 十.F。 3 2yer > 十 2zer Tcosy 一 2(y 十 zsinycosy)er > ». 
并 pd 


2.3.2 全 微分 形式 不 变性 

对 于 给 定 的 二 元 函数 < 一 了 (u,v) ,车 它 满足 可 微 条 件 , 则 当 u,v 是 自 变量 时 ,函数 = 一 
J (uv) 的 全 微分 为 4 一 全 du 十 下 du 

当 z 一 (usa) 是 外 函数 ,win 是 内 丽 数 (中 间 变 量 ),z,y 是 自 变量 时 , 即 w 一 wzyy),o 一 
ve sy) ,有 岂 一 号 dz 十 各 dyvdo 一 于 dz 十 下 dy 由 多 元 复合 琢 数 的 全 微分 定义 和 链 式 法 则 
式 (2. 10), 有 
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PR 
3 (Bear +13 sqy + 33 dr + dy ] Fdu + Pd. 

由 此 可 见 ,不论 u,v 是 自 变 量 ,还 是 中 间 变 量 ,函数 的 全 微分 dz 具有 相同 的 形式 ,这 个 
性 质 称 为 全 微分 形式 不 变性 . 

利用 这 一 性 质 ,可 得 多 元 函数 全 微分 与 一 元 函数 微分 相同 的 运算 性 质 

(1) d(utv)=dutdv; 

(2) d(uv)=udv+tvdu; 


(3) dE =. 
恰当 地 利用 这 些 公 式 , 常 会 取得 很 好 的 结 
由 全 微分 的 表达 式 tww 可 知 ,dx,dy 前 面 的 系数 分 别 是 函数 x 二 f(z,y) 关 于 


Zz,y 的 偏 导数 . 利用 全 微分 形式 的 不 变性 和 微分 的 运算 法 则 ,可 以 同时 求 出 x 二 f(z,y) 的 两 
个 偏 导 数 . 


例 2.22 求 函 数 > 一 arctan 这- 的 全 微分 dz. 


分 析 “利用 多 元 复合 丽 数 的 链 式 法 则 求 出 了, 六 ,然后 代入 d= 一 乱 dz 十 苇 dy; 也 可 以 


利用 微分 形式 的 不 变性 计算 . 
解 设 u=z 十 y,v= 二 1 一 xy, 则 有 < arctan 4 
法 一 ”由 式 (2.10) 可 得 


oz _ gz du | 9z gu 1 1 和 和 
Fe i vale we (可 ( v2 (一 y) 
v 
1 1 1 1 
= ev. 7 ) 一 
ww" 上 二 下 (z+ y)’ eA Ce 
9z _ gz Qu gz 9u 1 1 1 u 
3y D0 ay oo dy i Ey 加 区 元 》 
a vie) 
| 下 1 2 1 
十 二 1 二 Ea (zy + (1— xy) Ue l+y 
de dr | dy 
于 是 有 dz 一 9dzgydy 一 了 I 
法 二 oo 
dz Edu 1 Fdo rr 二 一: jd dv udv). 
人 id) 


由 于 x 王 z 十 y,z 王 1 一 zy 所 以 dx 一 dz 十 dy,dv 王 一 (ydz 十 zdy). 将 其 代入 上 式 , 得 
dz 


1 
i = zy)(dz 十 dy) 十 (z 十 y)(ydz 十 zdy)] 
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dz dy 
六 + 


lL 


下 2 a 
= t+ ty] 


例 2.23 求 本 数 :一 (Zt) 的 全 微分 dz 


Dz dz 


分 析 直接 求生 ， ,5 较为 困难 ， 尝试 利用 对 数 求 导 法 和 微分 形式 的 不 变性 计算 . 


解 对 函数 = 一 [二 > 的 两 边 取 对 数 , 有 


lnz = 去 [ndz 十 从 一 ln(z 一 妨 ]. 


对 上 式 两 边 求全 微分 ,有 


dz (和 ++ | 2 zdy 一 ydz 
3\z+i+y 工 一 ? 3 zz 一 只 “ 


于 是 
2 zdy 一 >dz 。。 (人 dy 一 ydz 
如 学 


3 ri—y 五 一 多 ri—y 
注意 到 ,从 上 式 中 还 可 以 得 到 3 ,3 ， 即 
gz 2 日 全 gz 2 二 十 乡 于 3 
97 4 zi—y 9y 和 = 
因此 ,全 微分 形式 的 不 变性 也 是 求 偏 导数 的 一 种 方法 . 


习 二 题 二 2.3 


dz 一 


1. 在 定理 2.5 中 , 求 复合 函数 = [Lux(zy,y),u(Cz,y)] 关 于 工 和 y 的 偏 导数 时 ,对 定理 
中 内 函数 k 一 《Crz,y) 及 uv 一 zw(z,y) 的 条 件 是 否 可 以 适当 放宽 为 “函数 关于 工 和 2y 的 偏 导数 
存在 ”? 说 明理 由 . 

2. 在 定理 2.5 中 ,如 果 将 条 件 “ 外 函数 = 一 (Cuyu) 在 点 (uk,u) 处 可 微 ?减弱 为 “外 函数 
三 f(usv) 在 点 (u,v) 处 关于 4 和 vw 的 偏 导数 存在 ”, 定 理 的 结论 是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 


dz_9fdu 9fdv | 9f 问 人 af 
dz ud tava EE "a 与 了 是 


3. 设 一 (xyuyzr) ,而 二 gq(X),v 二 Jy(x), 则 
否 相 同 ? 为 什么 ? 


QB 
1. 求 下 列 函 数 关 于 各 个 自 变量 的 偏 导数 (其 中 是 可 微 函 数 ): 
(1) z= (z+y)’sin(zy’); (2) z=e®? sin(zy); 


2 
(3) ea lIn(2zx—y); (4) z=zyf (zy’); 
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(5) z= f(z — ye?); (6) =f (ES,27— ysine ]. 
2. 求 下 列 函 数 的 全 导数 : 
(1) zx sin 人 ,其 中 et,y 一 刀 ; (2) = 一 arcsin(x 一 w) ,其 中 wx 一 在 ,一 32 4 


(3) z 一 arctan(2zy) ,其 中 工 一 在 ,y 一 es (4) ee u=e€ ,v= lnt. 


训 十 工 3z 
3 设 < 一 Fe = ,其 中 /(1) 具 有 连续 导数 , 且 F(D) 天 0, 求 工 T+ oy 
4. 设 = aretan ,证 明 ， 闫 + 基 Fy 
a 

并 k y 
Qa 
1. 求 下 列 函数 的 关于 各 个 自 变量 的 偏 导 数 : 
(1) = 一 ez tv, 其 中 =sin(zxy); (2) zx 一 (3z2 十 y2 )4z+27 ; 
(3) z= f[e® ,tan(z 十 y)]; (4) z 一 CCz 十 yz 一 y); 


:PE 


(5) wu 二 e” + + ,其 中 z= 二 sin(zxy’). 
2. 设 函 数 二 f(x,y) 具 有 和 连续 偏 导数 ,上 且 f(x,x?)==1,fi(zx,x?) 二 zx, 求 f(x,x?). 


3 验证 函数 v 一 zj [三 ， 六 ] 江 足 等 式 z 只 ty Ss—kw 


4. 设 u==f(r,0) ,r= Vr 二 +y ,0 一 arctan > ,证 明 : 
Au 这 oauy ( 闫 ) ,1 /9uY 
a ay EY a EY 
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在 上 册 1.3 节 中 曾 引 入 显 函数 和 隐 函 数 的 概念 . 对 于 给 定 的 方程 F(z,y) 二 0, 在 假设 该 
方程 能 够 确定 隐 函 数 的 情况 下 ( 即 可 以 确定 xz 与 y 的 对 应 关系 ), 上 册 4. 4 节 中 介绍 了 无 需 
对 函数 进行 显 化 处 理 , 直接 求 所 确定 的 隐 函 数 导数 的 方法 . 现在 的 问题 是 : 方程 F(x,y)==0 
在 什么 情况 下 能 够 确定 隐 函 数 ,需要 满足 哪些 条 件 ? 如 何 保证 隐 范 数 的 存在 唯一 性 .连续 性 
和 可 微 性 等 性 质 ? 这 些 正 是 本 节 要 讨论 的 问题 . 本 节 将 按照 从 简单 到 复杂 、 从 一 元 到 多 元 的 
顺序 ,讨论 由 方程 (组 ) 确 定 的 隐 范 数 的 存在 性 、 唯 一 性 及 求 导 公式 . 本 节 的 定理 将 不 予 证 明 ， 
有 兴趣 的 读者 可 查阅 数学 专业 的 “数学 分 析 ” 教 材 . 


2.4.1 一 个 方程 的 情形 


定理 2.6( 隐 函数 存在 定理 I) 设 函 数 F(z,y) 满 足下 列 条 件 : 
(1) F(zxo ,yo)=0; 
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(2) F(z,y) 在 点 (xo ,yo) 的 某 一 邻 域内 具有 连续 的 偏 导数 ; 

(3) F, (zo0s%) A0s 
则 有 : 

(1) 在 点 (xo ,yo) 的 某 一 邻 域内 由 方程 F(x,y) 二 0 可 以 唯一 确定 一 个 单 值 连续 函数 
y 二 y(X) ,TEU(zxo), 使 得 F(x,y(x)) 夺 0, 并 且 满 足 条 件 yo 一 y(xo); 

(2) 隐 函 数 y 二 y(z) 在 U(xo) 上 连续 ; 

(3) 隐 范 数 y= 二 y(z) 在 U(xzo) 上 具有 连续 的 导数 , 且 


dy 
二 (2.16) 


现 就 计算 式 (2. 16) 做 如 下 推导 . 
若 已 经 由 方程 F(x,y) 二 0 确定 了 隐 函 数 > 一 >y(z) ,rzEU(Czo) ,将 函数 y 二 y(z) 代 入 该 方 
程 ,得 恒等式 F(x,y(x)) 三 0. 对 恒等式 的 两 端 关于 工 求 导 , 并 利用 复合 函数 的 链 式 法 则 ,得 到 


F.+F, =0. 


由 于 F, 连续 , 且 F, (xo ,yo) 关 0, 所 以 存在 (xo ,yo) 的 一 个 邻 域 ,在 这 个 邻 域内 FF, 关 0， 

因此 有 
dy__F 
dz F, 

注意 到 ,这 个 定理 的 结论 显然 是 局 部 的 , 即 在 点 (zo ,yo) 的 某 个 邻 域内 ,由 方程 F(x,y) 二 0 
可 以 唯一 确定 一 个 隐 函 数 ,并 可 以 求 得 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 . 

例 2.24 验证 方程 2x 十 y’ 一 9 二 0 在 点 (2,1) 处 的 某 邻 域内 能 唯一 确定 一 个 单 值 可 导 
的 隐 范 数 y= 二 y(x), 且 满足 >(2) 王 1 ,并 求 y (2) 和 (2). 

分 析 利用 定理 2.6( 隐 函数 存在 定理 工 ) 验 证 ,并 用 式 (2. 16) 计 算 一 阶 导 数 ,再 根据 一 
阶 导 数 求 二 阶 导数 . 

解 令 FGz,y) 一 2z2 十 % 一 9. 易 见 ,F(2,1) 一 0,F,(z,y) 连 续 ,F,(2,1) 一 2 天 0, 由 定 
理 2.6 可 知 , 方 程 2? 十 y* 一 9 二 0 在 点 (2.1) 的 某 邻 域内 能 够 唯一 确定 一 个 单 值 可 导 的 隐 范 
数 > 一 y(Cz) ,显然 满足 y(2)==1. 由 于 FF 二 47,F, 二 2y, 由 式 (2.16) 可 得 

dy Fs 2z, dy 


dz F, y dz | :=2 SS 
根据 上 式 ,不 难 求 得 
2y—2 (- 宇 ) 
dy 2y— 2xy’ Cos y 2y+4r dy 18 
dx’ y’ y’ y » dz2 | 
例 2.25 求 由 下 列 方程 确定 的 函数 >(z) 的 导数 9 
(1) zy 一 时 十 e 一 0; (2) 22 一 六。 


分 析 利用 式 (2. 16) 计 算 . 
解 (1) 令 F(z,y)= 二 zy 一 十 e*. 容易 求 得 ,F,= 二 y 一 er,F, 二 zx 十 @?, 代 入 式 (2. 16) 
可 得 
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(2) 令 F(z,y)= 二 x? 一 y". 容易 求 得 ,F, = 二 yx” 1! 一 ylny;F, 二 Inz 一 zy 1! ,代入 
式 (2.16) 可 得 


dy BP: yz” — ylny 
dr F, znz— ry 
由 上 面 的 分 析 可 知 ,在 一 定 条 件 下 ,由 一 个 二 元 方程 可 以 确定 一 个 一 元 隐 函 数 , 并 可 以 
求 出 隐 函 数 的 导数 . 类 似 地 ,由 一 个 三 元 方程 F(x,y,z) 二 0 可 和 否 确定 一 个 二 元 隐 范 数 ? 作 
为 定理 2. 6 的 一 种 推广 形式 , 隐 范 数 存 在 定理 还 可 以 推广 到 三 元 及 以 上 的 多 元 方程 的 情形 . 
定理 2.7( 隐 函数 存在 定理 且 ) 设 函 数 F(z,y,x) 满 足下 列 条 件 : 
(1) F(zxo ,yo sz0)=0; 
(2) F(z,y,z) 在 点 (zxo ,yo，zo) 的 某 一 邻 域内 关于 各 个 自 变量 有 连续 的 偏 导 数 ; 
(3) Fe(zo,yoyzo) 天 0， 
则 有 : 
(1) 在 点 (zxo ,yo ,zo) 的 某 一 邻 域 内 由 方程 F(z,y,x) 二 0 可 以 唯一 确定 一 个 单 值 连续 也 
数 z 二 f(z,y),(z,y)EU((zo ,yo)), 并 且 满 足 条 件 zo 二 了 (xo ,yo); 
(2) 隐 范 数 = F(z,y) 在 U(CCzo,yo)) 上 连续 ; 
(3) 隐 函 数 = F(z,y) 在 U(CCzo,yo)) 上 具有 连续 偏 导数 , 且 有 


差 一 -无 ， 甘 一 天. (2.17) 

定理 2.7 中 ,U((zo,yo)) 表 示 点 (zo,yo) 处 的 某 一 邻 域 . 
例 2.26 求 由 方程 = 一 3zys 一 w 确定 的 函数 = 一 7(z,y) 的 偏 导数 入 ,了 
分 析 利用 式 (2.17) 计 算 . 
解 令 下 (zx,y,z)= 二 x 一 37yzx 一 a’. 容易 求 得 

FEF: 3yz ， F,=—3zz, 下 .一 3z2 一 3ry. 
由 式 (2.17) 可 得 

gz Fs 3 gz 于， Xz 

Dr 下 。 xz 一 zy” ay F. zi—zxy. 

gz 9z 


例 2.27 求 由 方程 In 二 说 确定 的 函数 < 三 f(z,y) 的 偏 导数 全 
分 析 利用 式 (2.17) 计 算 . 


ar"ay 


解 令 Fr 一 my 二. 不 难 求 得 
aF aF 1 aF 1 再 之 六 村 禾 
ar z” ay y” qz zx 2 we 
由 式 (2.17) 可 得 
gz 之 gz 下 好 


Gk F: 工 十 zx” ay F. ys ey 
例 2.28 设 z==f(w),u 是 由 方程 wx 一 > 十 zp(z) 确 定 的 关于 zyy 的 函数 ,其 中 F,p 均 是 


分 析 由 于 求 偏 导数 汪 , 尖 时 需要 求 已 知 函数 (zx,y) 关 于 xy 的 偏 导数 ,而 这 些 信息 


2.4 隐 函 数 求 导 法 则 © 
Differentiation rules of implicit functions 
可 以 根据 方程 “一 y 十 zp(z) 求 得 . 


解 ” 因 为 是 由 方程 二 y 十 zp(w) 确 定 的 关于 工 ,y 的 函数 , 令 
FCz,y'u) = uy— ro(u), 
容易 求 得 
F, =—90), F,=—1, F,=1—zxy (Ww. 
由 式 (2.17) 可 得 
Au F, DPC) Au Fs | 
9x F 1l—zp (oO” ay 1 一 zg (u)" 
另外 ,由 函数 >= jx) 和 一 xwCzyy) 复 合 而 成 的 函数 为 = FLx(Cz,y)], 因 此 
9x du __ pF Cw) 9x f 0) 
ox az 1 一 zy (Ww) ay 1 一 zp (za) 


2.4.2 方程 组 的 情形 


作为 定理 2.6 的 另 一 种 推广 形式 ,下 面 我 们 将 隐 函 数 存 在 定理 (定理 2.6) 推 广 到 由 多 
个 方程 组 成 的 方程 组 的 情形 . 在 此 情形 下 ,不 仅 增加 了 方程 中 变量 的 个 数 ,而 且 增 加 了 方程 
的 个 数 ,因而 隐 函 数 存在 定理 的 条 件 和 结论 远 比 一 个 方程 的 情形 复杂 得 多 . 这 里 我 们 只 给 出 
两 种 情形 的 隐 函 数 定理 , 即 方程 组 
| 一 0， FFCzyy'uu) 一 0， 


六 (ao) 。 f G0) “2 
ks 


GCz,yy,z) 一 0 G(r,yrusv) = 0. 

注意 到 ,在 第 一 个 方程 组 中 ,有 两 个 方程 和 三 个 变量 ,一 般 来 说 只 能 有 一 个 自 变量 牵动 
其 他 两 个 变量 的 变化 ,因此 该 方程 组 就 有 可 能 确定 两 个 一 元 函数 ; 在 第 二 个 方程 组 中 ,有 两 
个 方程 和 四 个 变量 ,可 以 想象 应 该 有 两 个 自 变量 牵动 其 他 两 个 变量 的 变化 ,因此 该 方程 组 就 
有 可 能 确定 两 个 二 元 函数 . 这 样 的 设想 在 什么 条 件 下 成 立 呢 ? 下 面 两 个 定理 给 出 了 回答 . 

定理 2.8( 隐 函数 存在 定理 亚 ) 设 F(z,y'z).GCz,y'z) 满 足 如 下 条 件 ， 

(1) FFCzoyyoyzo) 一 0,G(zoyyoyzo) 一 0; 

(2) F(x,y,z) ,G(X,y,x) 在 点 (zo ,yo ,zo) 的 某 邻 域内 关于 各 变量 具有 连续 偏 导数 ; 

(3) 在 点 (zo ,yovxo) 处 , 雅 可 比 行列 式 


aF aF 
J =2F,0) _ 9y gz 
az) |aG 3G 
有 下 
不 等 于 零 , 则 有 ， 
F(x,y,z)=0, 
GD 方程 组 | 在 点 (zo,yo's) 的 某 一 邻 域内 能 唯一 确定 隐 函 数组 
GCCzyyyz) 一 0 
y= yy yo 一 y(zo)， 
| (xzEU(Czo)) ,并 且 满 足 条 件 
Zz 一 Z(Z) 2zo 一 z(Zo)5 


y 一 yCz)， 
在 U(Czo) 上 连续 ; 
< 三 ) 


z(zx 


(2) 隐 丙 数组 | 
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=y(z) 
(3) 数组 | ”在 U(z,) 上 具有 连续 导数 , 且 有 
z=z(Zx) 


z( 

F, 下 。 a 
dy 1 9(F,G) (es d= 1 9(F,G) Gy Gs 
dz J 9(zr,z) Bs dz J 9(y,7) a 

G, G: G, G: 


F(x,y,z)=0 
注意 到 ,在 空间 直角 坐 标 系 中 ,| 
G(xz,y,z)=0 


X=x, 
确定 的 方程 jy 一 y(z) ,可 以 视 为 曲线 的 参数 方程 . 
2=%(w) 
定理 2.9( 隐 范 数 存在 定理 了 ) 设 F(z,y'uyz),GCz,y'uu) 满 足 如 下 条 件 : 
(1) FCzoyyoyxoyvo) 一 0,GCCzoyyoyuoyv) 一 0; 


可 以 看 做 曲线 的 一 般 方程 ,由 定理 2. 8 


(2) FCzyyyuyu)GCzyyyuyu) 在 点 (zuoyyoyuoyuo) 的 某 一 邻 域 内 关于 各 个 变量 具有 连 


续 偏 导数 ; 
(3) 在 点 (zo ,yo sus,vo) 处 , 雅 可 比 行列 式 
| 
9(u,v) 9G 9G 
du av 
不 等 于 零 , 则 有 : 
F(zx,yusv)=0, 
0 方程 组 在 点 (zuvyevuovw) 的 某 一 邻 域内 唯一 确定 隐 函 数组 
GCCzyyyuyu) 一 0 
8 一 MT 7y)， to 一 &kCzoyyo)， 
| CoD EUCCaes3o0)) 并 且 请 足 条件 | 
V 一 VCz,y) vo 一 VC(zoyyo); 


& 一 MO,y)， 
(2) 隐 丙 数组 在 U((zu,y)) 上 连续 ; 


v=v(z,y) 


u=u(z,y) 


(3) 隐 丙 数组 在 U((z。,yo)) 上 具有 连续 偏 导 数 , 且 有 
V 一 VCzyy) 
) 浆 ， 有 
au 1 9(F,G) G: iG av 1 9(F,G) 人 
Dr J 9(x,v) J 9(u,z) i 
G。G。 G6 6 
2 F, F, 
au 1 3a(F,G) Gy. Gs au 1 9(F,G) Ce Gy 
ay J 9(y.v) F. F,|” ay J a9lu,y) FE Bl’ 
G。G。 本 
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有 ZU 一 yV 一 0， 六 
例 2. 29 设 本数 % 一 wz' 3 一 wa 直方 程 组 | 所 确定 , 求 元 ,区 , 元 
yu 十 Zu 一 1 本 
9 
分 析 可 以 直接 利用 式 (2. 18) 求 解 . 这 里 我 们 选择 通过 逐步 推导 进行 求解 . 
解 将 所 给 方程 组 的 两 边关 于 工 求 导 .并 移 项 得 关于 玫 , 了 2 的 线性 方程 组 
Du Du 
a 
> 到 +z 天 一 v 
注意 到 ,J 一 | 了 |-- 十 史 . 当 J 隆 0, 即 之 十 光 天 0 时 ,由 克 莱 姆 法 则 得 
y 过 
= 一 TX CO— 
au —v 部 2 十 四 9v y 一 了 yu 一 TU 
9z 所 “一 部 zy ” gr -i wi 二 
y»y 工 第 -过 
将 所 给 方程 的 两 边 对 > 求 导 ,用 同样 的 方法 可 得 
du _ zw— yu 9v TU 十 yw 
ay 2 ty ay zi+y 
习题 >2. 4 
思 / 考 / 题 


隐 函 数 定理 ( 工 一 人 ) 有 哪些 共同 点 ,有 什么 联系 和 区 别 ? 


1 求 由 下 列 方程 确定 的 函数 y(z) 的 导数 4 


(1) z2 十 2zy 一 六 一 02 3 (2) ln Vx’ y: =arctan 2 
2. 求 由 下 列 方程 确定 的 函数 = 一 =(z,y) 的 一 阶 信 导数 拼 ,， 


(1) zy 二 Tz —4z=0; (2) zy 一 erfo+= 一 13; 

(3) coszz 十 cos:y 十 cos?z 一 1. 

3. 设 kx 一 zyzzxs ,其 中 二 z(x,y) 是 由 方程 x 十 y* 十 zx? 一 3Tyz 二 0 所 确定 的 隐 函 数 , 求 
Qu ou 
gray 


4. 设 kx 一 sin(zy 十 3z), 其 中 < 一 z(zyy) 由 方程 yz 一 z 妇 一 1 所 确定 , 求 3。 
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z=ZX :十 y:， d 让 
5. 设 函 数 y 一 ys 一 <C 由 方程 组 | ， ,所 确定 , 求 名 和 入。 
27’ 十 十 3z? 二 


Ee A Gi 
2. 设 函 数 oo ee 由 方程 所 确定 ， : 求 5z5y ?本 


y= —ucosv 


gv 


,天 和 3 


3. 设 函数 = 一 <(z,y) 由 于 一 g[ 之 ] 所 确定 ,其 中 p(t) 具有 二 阶 壬 续 信忠 数 .证 明 : 工 2 二 


4. J 其 中 tt 是 由 方程 F(zx,y,t) 二 0 确定 的 x,y 的 函数 ,f, 下 均 为 可 微 函 


_fP fF: 
雪 证 骨 ; 昱 一 他 下- 直 和 


@&,5 高 阶 偏 导数 


Higher order partial derivatives 


在 前 面 的 一 些 例题 中 ,所 给 的 函数 关于 z 求 偏 导数 后 ,所 得 到 的 都 是 一 些 新 的 函数 ,而 
这 些 新 函数 仍然 具有 与 原来 函数 相同 数量 的 自 变 量 . 与 一 元 函数 类 似 , 在 条 件 允许 的 情况 
下 ,多 元 函数 可 以 计算 高 阶 的 偏 导数 . 以 二 元 函数 为 例 , 设 函 数 x 三 f(x,y) 在 其 定义 区 域 D 
内 具有 偏 导数 


gz 9z 
元 ay = f,(zx,y). 

易 见 ,它们 在 也 内 仍然 都 是 z,y 的 函数 . 如 果 函 数 f(z,y),f,(z,y) 的 偏 导数 存在 ,进一步 
对 它们 再 关于 xz,y 求 偏 导数 ,按照 对 自 变 量 求 导 次 序 的 不 同 ,共有 下 列 四 种 二 阶 偏 导数 
(second order partial derivative) : 

9 (fox Oz z 9 (9z zx 

去 ( 千 )= 妆 一 大 人 2 EE Ay = vee 

9 (9xz gz 9 (9z g?z 
2E)- 冯 F053 = fo (zy); 起 ( 甘 ]= 70 = fy x,y). 


3 称 为 函数 < 二 f(z,y) 关 于 之 的 二 阶 偏 导数 ; ee = 一 /zy) 关 于 y 的 二 阶 偏 导 


一 广 (z,y)， 


数 ， 忆 字 称 为 函数 = 一 F(z,y) 先 关于 工 再 关于 y 的 二 
zaoy 


f(z,y) 先 关于 > 再 关于 zx 的 二 阶 混合 偏 导数 . 
类 似 地 ,可 以 定义 三 阶 、 四 阶 、…… 以 及 阶 偏 导数 .我 们 将 二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导数 统 
称 为 高 阶 偏 导数 (high order partial derivative). 


,了 


2.5 高 阶 偏 导数 
Higher order partial derivatives > 
例 2.30 计算 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 了 ,于 计 下 计生 : 
(1) z 一 4z3 十 3z2zy 一 3zy 一 十 y 十 3; (2) < 一 zln(z 十 y). 
分 析 利用 高 阶 偏 导数 的 定义 计算 . 
解 (1) 容易 求 得 
gz gz 


Ey L272? 二 6xy C=—=3y = 1s ER 322 一 62y + 1. 
进一步 地 ,有 
2x dg?z 
5 一 24z 十 6y; 人 
D2x gz 
二 07 6z 一 6y; 995 工 一 6y 
(2) 容易 求 得 
_ x ,Iz 
和 = nxt +z+y’ Tt 
一 步 地 ,有 
O2x 1 $4y=x wt2y Fz 7 
az zity (z+y): (Cr+y) ay (rity 
EE 1 十 一 一 工 y 9?z hn i ) eek y 
azgy zy (r+y)’ (r+y): 9yar (z+ y)’ (Zr 十 y)2 
2 2 
区 
w ， (zy) 天 (0,0)， 
例 2.31 设 有 函数 reo-| ? 好 十 时 全 求 fC0,0) 及 fy (0,0). 
0， (zy) 一 (0,0)。 


分 析 先 求 一 阶 偏 导数 ,在 此 基础 上 ,利用 二 阶 偏 导数 的 定义 求 函数 在 分 段 点 (0,0) 处 
的 二 阶 混合 偏 导数 . 
解 ”不 难 求 得 ,函数 的 一 阶 偏 导数 为 
ye dry —y 
filzxsy) = | (z+y) 
0， (zyy) = (0,0)， 
二 下 二 dry vy 
fy(zxsy) = . (we 六 
0， (zy) = (0,0). 
进一步 地 ,函数 在 点 (0,0) 处 的 二 阶 混合 偏 导数 为 


， (xz,y) (0,0), 


， (XxX,y) 关 (0,0)， 


mm (OAy) — fC0,0) 一 Ay 
je C0,0) Lm Ay Lm Ay a 
fC0,0) m fAr0) —f(0,0) _ jm A 1 
Ar0 Arzr Ar-0 
上 面 的 例子 中 , 易 见 例 2. 30(1) 和 (2) 中 的 二 2 3 = 子 


例 2. 31 中 的 二 阶 混合 偏 导数 f,, (0,0) 关 f,. (0,0). 现在 的 问题 是 : 一 个 函数 的 二 阶 混合 偏 
导数 在 什么 情况 下 是 相等 的 , 即 在 什么 情况 下 3 


定理 2.10 如 果 函 数 z= 二 f(z,y) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 -之 a 及 刀 计 在 区 域 站 内 连 
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绪 , 则 在 该 区 域内 ,有 地 这 一 天 六 

类 似 地 ,对 于 三 阶 及 以 上 的 高 阶 混合 偏 导数 , 若 这 些 混合 偏 导数 在 其 定义 区 域内 连续 ， 
则 它们 与 求 偏 导数 的 顺序 无 关 . 

在 计算 多 元 复合 函数 的 高 阶 偏 导数 时 ,只 需要 重复 求 一 阶 偏 导数 时 的 运算 法 则 即 可 . 例 
如 z= 二 fl(u,v),f 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ,u 二 g(xz,y),v 二 Jy(z,y) 的 偏 导数 存在 ,依照 链 式 法 
则 (2.10), 有 
az _ dz ,Qu az.av 


dr du 9xr dv ax’ 
一 步 地 ,继续 依照 链 式 法 则 (2. 10) ,有 
Ag?z 9 fox 9 foz du | 9z gu 
9z9y 去 ( 甘 ) Es ”于 十 而 “ 器 ) 
9 (9z\)9u ，az gu Fl 局 gu ， gz gv 
到 全 计 auargv ay 回放 au azay 
这 里 需要 注意 的 是 ,并 和 外 2 仍 是 之 ， yy 的 函数 ,2 条 与 汉 恩人 仍 是 以 wz 为 中 间 变 量 的 zy 的 


复合 函数 . 因此 有 
9 (E42)- az .ax zx .av 9 (2) Gx ,du | Oz gu 
dy\ ou Qu ay aau ay” ay Qudv ay a ay 
对 于 高 阶 偏 导数 ,引入 下 列 记号 
A az f (u,v) y fu) fo Pfuv) 


7 四 9uav 2 
这 里 凡 表 示 函 数 关 于 第 一 个 变量 求 二 阶 偏 导数 ; fis 表示 函数 先 关于 第 一 个 变量 求 偏 导 
数 , 再 关于 第 二 个 变量 求 偏 导数 ; fz, 表示 函数 关于 第 二 个 变量 求 二 阶 偏 导 数 . 更 高 阶 的 偏 
导数 可 以 以 此 类 推 . 


例 2.32 设 z 十 y 十 z* 一 xz 0; 求 2 


qv 


Gz Giz 92z 
9 2 "gzgy” 9y9z” 

分 析 ”本题 属于 隐 函 数 的 高 阶 导数 问题 ,可 以 先 利 用 隐 函 数 存在 定理 求 出 一 阶 偏 导数 ， 
在 此 基础 上 再 求 二 阶 偏 导数 . 

解 邻 下 (zx,y,z) 二 xz! 十 十 z* 一 x. 容易 求 得 ,已 一 2z 一 1,F, 一 2y,F- 一 2z. 由 隐 范 数 
的 求 导 公 式 (2. 17) 可 得 


dz 反 gz F, y 
9x FE. 2z ” ay FE, z” 
进一步 地 ,有 
9z 和 
6 a0 
az’ 4z° 4 4x3 
9z 

BW Me dy 
9zx9y 4z? 2 ” ayazr 22 


例 2.33 设 ww=f(zyz,z 十 y 十 z),f 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ， 求 2 加 和 二 


pe 


2.5 高 阶 偏 导数 
Hh rr er er 
分 析 ”利用 多 元 复合 两 数 求 偏 导 的 链 式 法 则 (2.14) 以 及 上 述 记号 表示 方法 计算 . 


解 令 4=zyz,v= 二 zx 十 y 十 z. 先 求 一 阶 偏 导数 ,有 


do 家 
ax du 9r gu 9zr ft fa, 


3? a ，_ 
tf = yt + 六 


af _ apF au ,af au 


wm 
De zy 十 ia， 


af _ af .au as .av , 
再 Dl de Jo Zzyf ut fo. 


由 于 了 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,所 以 有 六 :一 万 .于 是 


gw 


a 一 yfit ye zyf ut fi2) + xyfat fo2) = yf it zy zf ht yz 2) fist fo. 


例 2.34 证 明 ， 函数 w% 一 二 满足 方程 了 十 3 和 十 3 和 一 0, 其 中 VE 下 了 下 可。 


分 析 利用 多 元 复合 函数 的 链 式 法 则 求 出 各 个 二 阶 偏 导数 ,代入 验证 即 可 . 
证 不 难 求 得 


ou 1 qr :元 证 1 | 3z or 1 
oar ro9r 六 六 rs” 9z’ mn rgr 二 机 
同 理 
gu 1 | 3y, gu 1 | 3 
9y’ rr rs dz? Pa rs 
所 以 
Qu | Ou | qu 3 ，3(z 十 如 十 吕 ) 3 、 
Dz2 9y | Ee a 十 并 | 2 和 证 毕 


方程 2 十 + 一 0 称 为 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 , 它 是 数学 物理 方程 中 一 类 很 重 
要 的 方程 . 


习题 2.5 


思考 ; 题 


1. 在 求 函 数 的 高 阶 混合 偏 导数 时 ,在 什么 条 件 下 与 求 偏 导数 的 顺序 无 关 ? 尝试 举 出 一 
个 例子 ,使 得 函数 在 某 一 点 处 的 二 阶 混合 偏 导 数 不 相 等 . 
2. 多 元 复合 函数 的 链 式 法 则 对 高 阶 偏 导数 是 否 依然 适用 ? 举例 说 明 . 


1. 求 下 列 函 数 的 所 有 二 阶 偏 导数 ， 
(1) xz 一 e 十 sin(Cz 十 y); (2) z 一 好 曙 一 3z 妈 一 区 yy 十 1. 
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2. | 
(1) 设 = 一 zlnCzy)， 求 于 55 C3 


二 A 二 
(2) 设 z= 二 x?siny 十 yy sinr，, 求 5 了 


ct 


3. 假设 下 列 函 数 的 二 阶 储 导 数 均 存在 , 求 池 字 ， 


:2 


(1 +zxf(r,y); (2) 2=—3f (ey +af(2); 


(3) ee (4) z= f(u,r,y)u= re’. 
2 2 
4 验证 函数 n(x，y) 一 In VTZ 干 吏 满 足 方 程 阳 十 5 于 一 0. 


Gm) 

1. 已 知 函数 f(x,y) 二 V25 一 zr 一 y7, 求 fs (2V3 ,3), fs (2Y2 ,3), fy (2Y2 ,3). 
az gz gzz Ox 

2. 已 知 函 数 = 一 交 ln(Czy)， 求生 ， yy， 3， azay 

3. 假设 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导数 均 存 在 , 求 指定 的 二 阶 偏 导 数 : 

gz 

9y "ay2 


gq?z 
(1) z=f(e'siny, x 十 了 ), 求 Fay; (2) zx 一 (es ,x —y:), 


3 
ee rer (zy) 天 (0.0)， 


0， (xz,y)=(0,0). 


求 f(x,y) 在 点 (0,0) 的 二 阶 混合 偏 
导数 . 
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Applications of partial derivatives and total differentials 
(1)—Applications on Geometry 


从 本 节 开 始 , 我 们 将 介绍 函数 的 偏 导数 与 全 微分 的 一 些 应 用 . 本 节 给 出 的 是 偏 导 数 与 全 
微分 在 几何 上 的 应 用 , 即 求 空 间 曲线 的 切线 与 法 平面 以 及 空间 曲面 的 切 平面 和 法 线 . 


2.6.1 空间 曲线 的 切线 与 法 平面 


由 一 元 函数 导数 的 几何 意义 可 知 ,平面 曲线 的 切线 是 割 线 的 极限 位 置 . 对 于 空间 曲线 ， 
切线 也 可 定义 为 割 线 的 极限 位 置 . 

设 Mo 是 空间 曲线 卫 上 一 定点 ,在 卫 上 点 Mo 的 附近 任 取 一 点 Mi ,过 Mo。 和 Mi 两 点 的 
直线 MoM' 称 为 割 线 (secant line). 如 果 当 点 Mi 沿 曲线 卫 趋 于 Mu 时 , 割 线 MoM 存在 极限 
位 置 Mo 工 , 称 直线 MoT 为 空间 曲线 卫 在 点 Mo 处 的 切线 (tangent line). 过 点 Mo 且 与 切线 
垂直 的 平面 称 为 曲线 卫 在 点 Mo。 处 的 法 平面 (normal plane). 

1. 参数 方程 的 情形 

空间 曲线 卫 的 参数 方程 为 
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I=9(1), y= yt), z= wi), 
其 中 a 过 1 过 B,qg(1) ,y(7) ,w(?) 均 可 导 , 且 当 t=t。 时 导数 不 全 为 零 ,t= 二 to 对 应 曲线 上 的 点 为 
M, (zo » yo ,20). 
在 曲线 厂 上 另 取 一 点 Mi (zo 十 Az,yo 十 Ay,zo 十 Az), 其 中 i 二 to 十 At 对 应 于 点 Mi, 则 


经 过 M 和 M 两 点 的 蔬 线 的 方向 向 量 为 一 (Azx,Ay,As) ,或 一 ( 乱 , 夭 , 乱 ], 于 是 制 线 
的 方程 为 
并 一 | 和 一 20 或 TTo 了 二 yo Xo 
Az Ay Az Az Ay Az“ 
At At At 


由 假设 可 知 ,8(i),%(i ,wo(i) 均 可 导 , 因 而 当 Mi 沿 曲线 无 限 趋 近 于 Mo , 即 当 At 一 0 
时 ,有 
im 等 一 9 (to), lim 人 一 f(t)» lim 乱 = w(t). 
换 句 话说 , 当 Mi 最 终 与 Mo 重合 时 , 制 线 到 达 极 限 位 置 , 即 为 切线 ,从 而 切线 的 方程 为 
工 一 To -> 一 yo Yo 
pto) Yl) wb) 
切线 的 方向 向 量 称 为 曲线 在 点 Mo 的 切 向 量 (tangent vector) , 记 作 
s = (g(t0) .Yt0) ,w(t0)). 
于 是 ,过 点 Mo (zo ,yo ,zo) 且 与 切线 垂直 的 法 平面 的 方程 为 
9 (to)(z 一 zo) 十 几 (t)(Cy 一 y) 十 of(t)(z= 一 zo) = 0. (2. 20) 


例 2.35 求 曲 线 z=acost,y 二 asint,x 二 bt 在 t 时 的 切线 方程 和 法 平面 方程 
分 析 分 别 利用 式 (2. 19) 和 式 (2. 20) 求 切线 方程 和 法 平面 方程 . 
解 容易 求 得 ,各 一 一 asint, 昌 一 acos, 生 = 和 当 (一 到 时 , 切 点 坐标 为 { oa, 笃 ] ,曲线 


(2. 19) 


t dt 2 
的 切 向 量 为 s==( 一 a,0,45) ,因此 由 式 (2. 19) 可 得 曲线 的 切线 方程 为 
~ br 
2 一 多 
—a 0 | FT 
或 写成 
J = 
z— 
2 
一 @ 相 
由 式 (2. 19) 可 得 曲线 的 法 平面 方程 为 
-+b(= 一 笃 ]=0， 即 ar 一 近 十 于 02 一 0 


2. 一 般 方程 的 情形 
假设 空间 曲线 的 一 般 方程 为 
i 一 0， 


G(r,y,z) 一 0， 
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其 中 下 (zx,y,z),G(z,y sx) 在 点 Po (zo ,yo，xo) 的 某 一 邻 域内 有 对 各 个 变量 的 连续 偏 导数 ， 
且 FGzoyyoyzo) 王 0,G(zo,yo,zo) 一 0. 由 隐 汞 数 存 在 定理 (定理 2.8) 可 知 , 若 在 点 


9F 5F 
a(F,G)_|9y 9z 


Palzo sy vs) 处 ,方程 组 的 雅 可 比 行列 式 /一 守 人 中 一 | 不 等 于 零 , 则 由 上 述 方程 
y,z) 9G 9G 
ay az 
= 
Ae 记 Gesvaevaa) 的 切 向 量 为 1, 和 2, 至] ,好 
Z 一 Z(Z) 二 
Fs Fs Po. .Fs 
;6G F, F.| IF. F,| |F。 F 
De, Ls Ge | 0 eid i i 
Rs Fo G，G-| |c. Gl|'|G, G,|/|» 
(ee G, G6.| | 
因此 ,空间 曲线 过 点 Po (zo ,yo ,sa ) 的 切线 方程 为 
TO— Lo > 一 水 a Xo 网 
F, F. a FE. F, $ 2.1) 
Gs 局 人 Po 和 Po 
法 平面 方程 为 
和 2 | 
人 
(2. 22) 


例 2.36 已 知 空间 曲线 是 由 圆柱 面 z 十 xz? 二 10 和 十 x* 二 10 相交 而 成 , 求 曲线 在 点 
(1,1,3) 处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 . 
分 析 利用 式 (2. 21) 和 式 (2. 22) 求 解 . 
解 设 FGz,y'z) 一 z2 十 对 一 10,GCzyyz) 一 史 十 对 一 10. 容易 求 得 
F.=2zx, F,=0, F.=2z, G:=0, G,=2y, G,= 2z. 


故 
EA 0 2z Ws 2z 2z 
= 一 一 12， 一 一 一 12， 
Gy G:|as 2y 2z| oa G. Ga | aa) 2z 0 | 0,1,s) 
BE BF, 时 2z 0 = 
Ce Co 0 2yl|as 
于 是 所 求 的 切线 方程 为 
zl1_ 2 一 1 - < 一 3; 
3 3 = 
法 平面 方程 为 


3(z—1)++3(y—1)—(z—3)=0， 即 3z 二 3y 一 z= 3. 
2.6.2 空间 曲面 的 切 平面 与 法 线 方程 
设 空间 曲面 3 的 方程 为 
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F(xyyre) = O05 
函数 F(z,y,z) 关 于 各 自 变量 的 一 阶 连 续 的 偏 导数 存在 , 且 不 同时 为 零 . 在 曲面 三 上 取 一 点 
Mo (zo ,yo ,zo) ,假设 在 曲面 三 上 过 点 Mo 的 任意 一 条 曲线 可 由 参数 方程 
T: z= 9(1), y= Yt), z= w(t) 
表示 , 且 点 Mo 对 应 的 参数 为 1 二 to, 即 zo 二 g(to) ,yo 一 y(to) ,zo 二 w(to). 由 于 曲线 厂 在 曲面 
上 ,于 是 


Fl(g(D VCD ,wo(D) =0; 
又 因为 复合 函数 F(p(D ,y(t) ,w(t)) 在 1 二 to 时 具有 连续 偏 导数 ,应 用 链 式 法 则 ,对 上 式 两 
端 关 于 + 求 导数 ,有 


aF ,dr ,9F ,dy ,9F ,dz 
ar dt ay dt az dt 


0. 


特别 地 , 当 t 一 z 时 ,有 
Fe(zoyyoyzo)。8Vf (to) 十 Fy(zoyyoyzo)。 风 (to) 十 Fe(zoyyoyzo)w' (to) 一 0， 
其 中 yg (0) ,y(to) ,w(to) 不 同时 为 零 .车 记 
n= (F(xo,yYoz0), F(xo, yo 20) ,F(xo, Yo 20)) 一 (FssF, ,FPF.)m 四 
s = (g(t0),Y to) ,w (to)). 
由 于 向 量 s 二 (g(t0) ,Y(to),w (to)) 是 曲线 在 点 Mo 处 的 切线 向 量 , 故 有 ns 二 0, 即 
n 与 s 垂直 .注意 到 ,曲线 全 是 曲面 3 上 过 点 Mo 的 任意 一 条 曲线 . 上 述 结论 表明 : 曲面 3 上 
过 Mo 点 的 任意 一 条 曲线 在 Mo 点 的 切线 都 与 向 量 n 垂直 ,从 而 所 有 这 样 的 切线 均 位 于 过 
Mo 点 的 同一 平面 上 , 称 此 平面 为 曲面 上 过 点 Mo 的 切 平面 (tangent plane). 向 量 n 称 为 曲 
面 35 在 点 Mo 处 的 法 向 量 (normal vector). 如 图 2. 16 所 示 . 
由 切 平面 的 定义 可 知 ,其 法 向 量 为 n= (F,,F,.F.)m,， 
从 而 切 平面 的 方程 为 
Es lr —:m0) a a Im (yO— 0) 十 下 。 lw (2— 5) = 0 
(2..23) 
过 Mo 点 与 切 平面 垂直 的 直线 称 为 法 线 Cnormal line) ,其 方 
程 为 


TT YY 0 (2.24) 


Fly Flu Flw 图 2.16 


特别 地 ,车 空间 曲面 方程 为 = 二 f(z,y), 可 令 F(x,y,z) 二 
f(z,y) 一 x, 则 曲面 在 点 Mo 处 的 切 平面 方程 为 


fi(xosy0) (XT— Xo) fy (zosy0)(y— y) 一 zx 一 zo3 (2. 25) 
曲面 在 点 Mo 处 的 法 线 方程 为 
一 To = My SE 区 和 
本 (2.26) 
f(xo sy0) fy xo ,Yo0) 一 1 


例 2.37 求 曲 面 > 一 部 十 2zy 一 3 在 点 (1,2,0) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 
分 析 利用 式 (2. 23) 和 式 (2. 24) 求 解 . 
解 令 FF(zr,y,z) 二 xz 一 er: 十 27y 一 3, 不 难 求 得 
F. | ,2,0 =: 2y | az.0 一 4， F, [a2.0 = 2z ao 一 2， 下 - |a.zo =1—e |oxo = 0. 


由 式 (2.23) 可 得 ,曲面 的 切 平面 方程 为 
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4(z—1)+2Cy—2)+0.(z—0)=0， 即 2z 十 y 一 4 一 0. 
由 式 (2. 24) 可 得 ,法 线 方程 为 


例 2.38 求 旋转 抛物 面 z=x? 十 y* 一 4 在 点 (一 1,1, 一 2) 处 的 切 平面 方程 和 法 线 方程 . 
分 析 利用 式 (2. 25) 和 式 (2. 26) 求 解 . 
解 令 f(x,y,z)=z 十 yy 一 z 一 4, 则 有 nl,-»= 二 (2x,2y, 一 1)|i,-» = 二 (一 2,2， 
一 1). 由 式 (2.25) 可 得 ,曲面 的 切 平面 方程 为 
2(z 十 1) 十 2(7 一 1) 一 (z 十 2) 0， 即 2z 一 2y 十 zx 十 6 一 0. 
由 式 (2. 26) 可 得 ,法 线 方程 为 


一 2 了 一 1 
例 2.39 在 曲面 > 一 zy 上 求 一 点 ,使 这 点 处 的 法 线 垂直 于 平面 zx 十 3y 十 十 9 一 0, 并 写 
出 该 法 线 的 方程 . 
分 析 通过 曲面 方程 可 求 出 曲面 上 任意 一 点 的 法 向 量 , 而 所 求法 向 量 又 与 已 知 平面 的 
法 向 量 平行 ,因此 可 利用 n==(F;,F,,F.)m, 求解. 
解 令 F(zr,y,z)= 二 zy 一 z; 则 有 n==(y,zx, 一 1). 由 于 平面 x 十 3y 十 x 十 9==0 的 法 向 量 


为 ,3,1), 由 已 知 条 件 可 得 子 3 本 , 即 z 一 一 3,y 一 一 1, 代 入 方程 > 一 xy, 得 = 一 3. 于 


是 ,曲面 在 点 (一 3, 一 1,3) 处 的 法 线 方程 为 
i y 十 1 一 3. 


1 3 1 
习题 2.6 
思 / 考 ; 题 
F(x,y,z)=0, 
1. 对 于 给 定 的 空间 曲线 方程 在 什么 条 件 下 才能 保证 该 曲线 存在 切线 ? 


CCzyy'z) 一 0， 
2. 对 于 给 定 的 曲面 方程 一 (zy), 如 果 函 数 在 某 点 处 关于 工 和 >y 的 偏 导数 存在 ,能 
否 保证 曲面 在 该 点 处 具有 切 平面 ? 说 明理 由 . 


1. 求 下 列 各 曲线 在 指定 点 处 的 切线 和 法 平面 方程 : 


(1) Z 一 上 一 sinty,y 一 1 一 cost,x 4sin 二 ,在 1 2 时， 


Ty Hs 刀 , 在 t 一 1 时 ; 


(3) 二 2mz ,二 m 一 ,在 点 (xo ,yo szo) 处 ; 


(2) xz 
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(4) 由 妇 十 到 十 对 一 3z 一 0,2z 一 3y 十 5z 一 4 一 0 相交 的 曲线 ,在 点 (1,1,1) 处 . 
2. 求 下 列 各 曲面 在 指定 点 处 的 切 平面 与 法 线 方程 

(1) 3z2? 十 罗 一 好 一 27 在 点 (3,1,1) 处 ; 

(2) xz? 一 xy 一 8z 十 z 十 5 二 0 在 点 (2, 一 1,3) 处 ; 

(3) 一 妇 十 加 一 1 在 点 (2,1,4) 处 ; 


CD) z= 和 2 在 点 ,一 二 ]. 


2 
3. 如 果 平 面 3 十 Ay 一 3z 十 16 二 0 与 机 球面 3x? 十 y 十 z* 二 16 相 切 , 求 ). 
4. 求 抛物 面 z= 二 x? 十 y? 的 切 平面 ,使 切 平面 平行 于 平面 x 一 2y 十 2z 二 0. 
5. 求 曲面 好 十 交 十 吧 一 6,z 十 y 十 z 一 0 相交 的 曲线 在 点 (1, 一 2,1) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 
6. 求 曲 线 X==t,y 二 ,xz 二 如 上 平行 于 平面 zx 十 2y 十 = 一 4 的 切线 方程 . 


1. 求 曲 线 芽 : xz =| ecosuduy = 2sint 十 cost,z 一 1 十 es: 在 上 一 0 处 的 切线 和 法 平面 


2 


2. 求 顶 球 面 x? 十 所 
ty 


3, 求 旋转 椭 球 面 


十 寺 一 1 上 的 点 ,使 其 法 线 与 三 坐标 轴 正 方向 成 等 角 . 


y 
4 
3Z? 十 十 xz? 二 16 上 点 (一 1, 一 2,3) 处 的 切 平面 与 xOy 坐标 面 的 夹 角 


2 


4. 试 证 曲面 Jz 十 Vy 十 Vz 二 Va (a 之 0) 上 任何 点 处 的 切 平面 在 各 坐标 轴 上 的 截 距 之 和 
5. 求 曲 面 x? 十 2y* 十 3z?* 二 21 平行 于 平面 zx 十 4y 十 6x 一 0 的 各 切 平面 方程 . 
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(1 ) 一 一 Extremma .maxima and minima 
本 节 以 二 元 函数 为 例 , 利 用 函数 的 偏 导数 与 全 微分 讨论 多 元 函数 的 极 值 问题 . 
2.7.1 二 元 函数 的 极 值 


与 一 元 函数 的 极 值 定义 类 似 , 二 元 函数 的 极 值 定义 如 下 . 
定义 2.14 设 函 数 z 二 f(z,y) 在 点 Po(zxo ,yo) 的 某 一 邻 域 U(P,) 内 有 定义 . 若 对 于 任意 


的 (x,y)EU(Po), 有 f(z,y) 达 f(zo yo), 则 称 函 数 在 点 (zo .yo) 取 极 大 值 ,点 (zo ,y ) 称 为 极 大 
值 点 ; 若 有 f(z,y) 宇 f(zo ,yo), 则 称 函数 在 点 (zo,yo) 取 极 小 值 ,点 (xo ,yo) 称 为 极 小 值 点 . 

极 大 值 和 极 小 值 统称 为 极 值 (extremum). 使 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 值 点 (extremum point). 

由 定义 2.14 可 见 ,多 元 函数 的 极 值 也 是 一 个 局 部 的 概念 . 对 于 给 定 的 二 元 连续 函数 
x 一 (xz,y), 它 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 一 张 曲面 , 则 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 分 别 对 应 着 局 
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部 曲面 的 “高 峰 ”" 和 “低谷 ”. 一 些 直观 的 几何 图 形 可 参见 1.7 节 和 2. 1 节 . 

在 一 元 函数 中 ,导数 的 一 个 非常 重要 的 应 用 就 是 研究 函数 的 极 值 .类似 地 , 偏 导数 也 是 
研究 多 元 函数 极 值 的 主要 手段 . 

在 求 多 元 函数 关于 某 一 自 变量 的 偏 导数 时 ,总 是 要 先 固定 其 他 自 变量 ,再 求 函数 关于 该 
自 变 量 的 偏 导数 . 受 此 启发 ,如 果 二 元 函数 z= 二 f(x,y) 在 点 (zxo,yo) 处 取得 极 值 ,那么 固定 
3y 一 y% ,一 元 函数 = zyo) 在 点 zz 一 zo 处 一 定 取得 相同 的 极 值 ; 同 理 , 固 定 zx 一 zo ,一 元 函 
数 =FCzo,y) 在 点 y 一 y 处 一 定 取得 极 值 . 类比 于 一 元 函数 中 判断 函数 取得 极 值 的 条 件 
( 费 马 定理 ) ,我 们 给 出 如 下 定理 . 

定理 2.11( 极 值 的 必要 条 件 ) ” 设 函 数 z= 二 f(x,y) 在 点 (zxo，,yo) 处 具有 偏 导 数 , 且 在 点 
(zo ,yo) 处 有 极 值 , 则 它 在 该 点 的 偏 导 数 必 为 零 , 即 

fil(xzory0) =0, f(xo,y0) = 0. 

分 析 利用 多 元 函数 极 值 的 定义 以 及 一 元 函数 极 值 的 性 质证 明 . 

证 设 函 数 z==f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 取得 极 小 值 , 则 存在 点 (zo ,yo) 的 一 个 邻 域 ,对 此 
邻 域内 的 任意 点 (x,y) ,都 有 f(zxo,y0) 夺 f(x,y). 

特别 地 ,在 该 邻 域 内 , 令 zx 隆 zo,y 二 yo, 则 对 于 点 (zo,yo), 有 f(zo,yo) 三 f(z,yo), 这 说 明 
一 元 函数 g(xz) 二 f(z,yo) 在 点 二 xo 取得 极 小 值 并 且 可 导 , 从 而 g(x)==0, 即 户 (zoyy) 一 0. 

同 理 可 得 户 (zo,yo) 一 0. 证 毕 

关于 定理 2.11 的 几 点 说 明 . 

(1) 对 于 二 元 函数 z= 二 f(x,y) ,车 存在 点 (zx,y) 使 得 f, (x,y) 二 0 和 f,(x,y) 二 0 同时 
成 立 ,这 样 的 点 (z,y) 称 为 函数 的 驻 点 . 

(2) 由 定理 结论 可 见 , 当 函数 的 偏 导数 存在 时 ,函数 的 极 值 点 产生 于 驻 点 .但 反之 未 必 
成 立 , 即 驻 点 不 一 定 都 是 极 值 点 .如 双 曲 抛物 面 x= 二 xy,(0,0) 是 其 驻 点 ,但 不 是 极 值 点 . 

(3) 偏 导数 不 存在 的 点 也 有 可 能 是 极 值 点 . 如 == Vz 十 y*,(0,0) 是 极 小 值 点 ,但 是 函 
数 在 点 (0,0) 处 的 偏 导数 都 不 存在 . 

(4) 此 结论 可 以 推广 到 三 元 及 以 上 的 多 元 函数 . 例如 , 若 三 元 函数 = FCz,y'z) 在 点 
(Czoyyoyxo) 处 的 偏 导数 存在 , 且 在 (zs ,yo ,zo) 取 得 极 值 , 则 有 

(Crzoyyoyzo) 一 0， 记 (rzoyyovzo) 一 0， (rzoyyoyzo) 一 0. 

由 以 上 说 明 可 知 , 如 何 进一步 判定 一 个 驻 点 是 否 为 极 值 点 是 该 类 问题 的 关键 . 

定理 2. 12( 极 值 的 充分 条 件 ) 设 函 数 >= F(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 某 邻 域内 有 二 阶 连续 
偏 导数 , 且 f(xo ,yo)= 二 0,f,(zo ,yo) 二 0. 令 

fu(x0osy) =A, fay(zxoy) =B, fylxosy)=C. 

(1) 当 AC 一 B? 二 0 时 ,函数 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 取 极 值 , 且 当 A 记 0 时 取 极 小 值 , 当 
A 二 0 时 取 极 大 值 ; 

(2) 当 AC 一 B? 过 0 时 ,函数 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 不 取 极 值 ; 

(3) 当 AC 一 B? 二 0 时 ,函数 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 可 能 取 极 值 ,也 可 能 不 取 极 值 . 

为 了 更 好 地 理解 定理 2. 12, 回 顾 一 元 函数 取得 极 值 的 第 二 充分 条 件 , 即 对 于 一 元 函数 
y 二 f(z), 它 在 zo 取得 极 值 需要 满足 (zo) 一 0, 当 六 (zo) 记 0 时 取得 极 小 值 ; 当 了 六 (zo) 二 
0 时 取得 极 大 值 . 对 于 二 元 函数 也 可 以 类 似 地 去 理解 , 即 函 数 > 二 f(r,y) 在 (zxo ,yo) 处 取得 
极 值 时 需要 满足 
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fil(xzory0) =0, fy(zxo,y0) = 0, 


当 二 阶 导数 的 矩阵 | 上 | 称 为 黑 守 条 阵 ) 正 定时 , 即 A>0， 


| =, 画 娄 到 得 极 小 


A B A 也 
习 负 定 时 ， 和 入 和 
值 ; 当 短 阵 | < 定时 即 A<0 引 >。 函数 取得 极 大 值 


根据 定理 2. 11 与 定理 2. 12, 如 果 函 数 > 二 f(z,y) 具 有 二 阶 连续 偏 导数 , 则 求 此 函数 的 
极 值 的 一 般 步 又 为 ， 
(1) 确定 函数 > 二 A(z,y) 的 定义 域 ; 
(2) 解 方程 组 f(z,y) 二 0,f,(z,y) 二 0, 求 出 f(x,y) 在 定义 域内 的 所 有 驻 点 ，; 
(3) 求 出 函数 f(z,y) 的 二 阶 偏 导数 ,依次 确定 各 驻 点 处 A,B,C 的 值 ,并 根据 AC 一 B? 
的 符号 判定 驻 点 是 否 为 极 值 点 ; 
(4) 车 存在 极 值 点 , 求 出 函数 f(x,y) 在 极 值 点 处 的 极 值 . 
例 2.40 求 下 列 函 数 的 极 值 : 
(1) z 一 ez (z+2y+y); (2) = 一 z3 十 昂 一 3zy。 
分 析 易 见 ,两 个 函数 在 它们 的 定义 域内 具有 二 阶 连续 偏 导数 ,可 以 利用 上 述 步 又 
求解 . 
解 (1) 不 难 求 得 
zz 一 exz(2z 十 4y 十 2 办 十 1)， zy 一 ez(2y 十 2)， 
zx 一 4ex (zx 二 2y 十 十 1)， zw 一 4es(y 十 1)， 


令 一 0,z, 一 0, 解 得 驻 点 [ 方 ,一 1 ). 在 该 点 处 ,有 
A 2e, B=0, C=2e, AC—PB:’ 4ez 0 且 A= 2e>0， 
所 以 函数 在 点 | 去, 一 1 ) 处 取得 家 小 值 =| (34.1) 一 一 


(2) 容易 求 得 

zz 一 3z2 一 3y， zy 一 3 光一 3z， xm 一 6rz， zy =6y, zy 3 一 zx. 

令 二 =0,z, 一 0, 解 得 驻 点 (0,0) 和 (1,1). 

在 点 (0,0) 处 ,有 A=0,B 3,C=0,AC—B’ 9 过 0, 所 以 函数 在 点 (0,0) 处 不 取 
极 值 ; 

在 点 (1,1) 处 ,有 A=6,B 3,C 二 6,AC 一 B*= 二 27>>0 且 A==6 之 0, 所 以 函数 在 点 
(1,1) 处 取得 极 小 值 z1a.v 一 一 1. 


2.7.2 二 元 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 


由 定理 2.2 可知, 有 界 闭 区 域 D 上 的 连续 函数 可 以 在 D 上 取得 最 大 值 和 最 小 值 . 若 最 
大 值 或 最 小 值 在 区 域 D 的 内 部 取得 , 则 一 定 是 极 值 ; 若 最 大 值 或 最 小 值 在 区 域 D 的 边界 曲 
线 上 取得 , 则 属于 后 面 要 介绍 的 条 件 极 值 问题 . 

因此 , 求 函 数 的 最 大 值 、 最 小 值 的 一 般 方法 为 : 首先 求 函数 > 二 f(z,y) 在 D 内 的 所 有 极 
值 点 ; 然后 求 函 数 > 二 f(z,y) 在 DD 的 边界 曲线 上 的 所 有 条 件 极 值 点 ; 最 后 计算 所 有 点 的 函 
数值 ,比较 大 小 即 可 . 
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特别 地 ,在 应 用 问题 中 , 若 已 知 z= 二 f(z,y) 在 D 内 有 最 大 或 最 小 值 , 且 在 D 内 有 唯一 的 
驻 点 , 则 该 驻 点 一 定 就 是 最 大 或 最 小 值 点 . 

例 2.41 设 长 方 体内 接 于 半径 为 R 的 半球 , 问 长 方 体 各 边 长 是 多 少时 其 体积 最 大 ? 最 
大 体积 是 多 少 ? 

分 析 ” 先 建立 空间 直角 坐标 系 , 然 后 根据 已 知 条 件 列 出 目标 函数 ,再 利用 求 多 元 函数 的 
极 值 的 步骤 求解 . 

解 ” 设 球 心 在 原点 ,长 方 体 在 第 一 卦 限 的 顶点 为 PC(z,y,z), 则 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 分 别 


为 2x,2y,z, 其 体积 为 V=4zyz, 而 xz 十 yy 十 z*= 二 R?, 故 V=4ryVR’ 一 xz’: 一 y. 令 


V;: = 4yvVR’—z—y 一 4zy 到 0， 
展 z zy 
奖 
V, = 4rVR’—zxi—y —4ry Ri 0. 
和 R 由 如 十 y 十 z+ 二 R? 可 得 = 一 及， 为 28,2R,R 
解 得 z 一 y 启 由 z yz 可 得 > 其 ， 当 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 厅 ， 司 * 启 


时 ,体积 最 大 , 且 最 大 体积 为 V 一 SR 


例 2.42 在 zxOy 平 面 上 求 一 点 ,使 它 到 xz==0,y= 二 0 及 zz 十 2y 一 6 二 0 三 条 直线 的 距离 
平方 之 和 为 最 小 . 
分 析 根据 已 知 条 件 列 出 目标 函数 ,再 利用 求 多 元 函数 的 极 值 的 步骤 求解. 


解 ” 设 所 求 点 为 (z,y), 则 它 到 三 已 知 直线 的 距离 分 别 为 |y| ,|z| ， se 


令 


站 二 玉 填 六 (zt2y 6)2. 


不 难 求 得 其 驻 点 为 [ 二 ,全 ,此 时 “ 取 极 小 值 , 且 驻 点 唯一 ,从 而 为 最 小 值 ,点 | 写 , 呈 ] 即 为 
所 求 . 
2.7.3 条 件 极 值 与 拉 格 朗 日 乘 数 法 


在 讨论 极 值 问 题 时 ,往往 会 遇 到 所 求 极 值 对 函数 的 自 变量 有 附加 条 件 ,它们 之 间 需 要 满 
足 一 定 的 约束 条 件 . 例如 , 求 坐 标 原点 到 曲面 FCz,y,z)=0 的 最 小 距离 问题 就 是 在 约束 条 
件 FCz,y'z) 一 0 下 , 求 函 数 F(z,y,z) 一 Vz 十 y 十 < 的 最 小 值 . 这 种 问题 称 为 条 件 极 值 问 
题 . 相应 地 ,对 于 那些 没有 约束 条 件 的 极 值 问题 称 为 无 条 件 极 值 问题 . 

对 于 有 些 极 值 问题 ,可 以 把 条 件 极 值 问题 化 为 无 条 件 极 值 . 例如 ,在 上 述 求 距离 最 小 值 
的 问题 中 ,如 果 通 过 方程 F(z,y,x) 一 0 可 以 得 到 < 一 x(zx,y) 的 表示 式 , 然 后 将 其 代入 函数 
f(x,ysz) 二 Vr 十 十 x2 ,这 样 便 可 将 条 件 极 值 问题 化 为 无 条 件 极 值 问题 .但 在 许多 情形 
下 ,将 条 件 极 值 化 为 无 条 件 极 值 并 不 容易 ,即使 可 以 转化 ,求解 也 可 能 会 很 复杂 . 

下 面 介绍 一 种 直接 求解 条 件 极 值 的 方法 一 一 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 这 种 方法 可 以 不 必 将 条 
件 极 值 问题 化 为 无 条 件 极 值 问题 . 

以 三 元 函数 4 二 f(z,y,z) 为 例 ,讨论 函数 在 约束 条 件 g(xz,y:z) 二 0 下 的 极 值 ,其 中 = 


2.7 ” 偏 导数 与 全 微分 的 应 用 (I ) 一 一 极 值 与 最 值 
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f(z,y,z) 称 为 目标 函数 . 
设 函 数 fFCz,y,=) 和 (zyy'z) 关 于 各 个 自 变量 均 有 一 阶 连续 偏 导数 , 且 9. (zx,y,x) 隆 
0. 根据 隐 函 数 存 在 定理 开 ,由 方程 g(x,y,x) 二 0 可 以 确定 一 个 具有 连续 偏 导数 的 函数 = 一 
z(x,y) ,并且 有 
CA 2 一 多 


az ge” ay 9- 
将 z==z(z,y) 代 入 到 函数 =f(zr,y,z), 有 
u= f(r,y,z(r,y)), 
由 定理 2. 11( 极 值 的 必要 条 件 ) 可 得 


gu _ 3 gz _ 
弱 三 赤 十 关 荆 一 0 
au az 
3y ht- 


将 吃 , 和 代入 方 程 组 ,连同 约束 条 件 g(x,y,z) 一 0, 得 
fr (Tyr p(T yz2) — f(x sy 2) p(T yz) 一 0， 
刀 (zyyz)peCzyyyz) 一 (zyyz)py (zyz) 一 0， 
PCZyyz) = 0. 
由 上 述 方程 组 求 出 的 点 (zxo ,yo ,xo) 即 为 可 能 的 极 值 点 . 


注意 到 ,在 = 太 一 上 在 ,车 记 4 一 一 三 , 则 zx。,y。,z6,4 满足 方程 组 
Pe ys 9 


(zyyz) 十 MPpz(Z,yz) 一 0， 
亡 (zyz) 十 MpyCzyyyz) 一 0， 


(2.27) 
f(z,y 2) TAP (TY,2) 一 0， 
PCZ,y,z) = 0. 
引入 辅助 函数 
了 (zyyyz) = f(x,y,2) Ap (rT, yz)， (2.28) 


其 中 4 为 参数 . 注意 到 ,方程 组 (2. 27) 正 是 函数 L(z,y,z,4) 在 点 (zxo，yo，xo,4) 取 得 极 值 的 
必要 条 件 . 

函数 L(z,y,z,4) 称 为 拉 格 朗 日 函数 (Lagrange function) ,参数 4 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 
(Lagrange multiplier). 这 种 利用 引入 拉 格 朗 日 函数 L(xz,y,z,4) 将 条 件 极 值 问 题 转化 为 无 
条 件 极 值 问题 的 方法 称 为 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 

用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求 目 标 函数 4 二 f(z,y,z) 在 约束 条 件 g(x,y,z) 二 0 下 的 极 值 问 题 
的 基本 步骤 为 : 四 构造 拉 格 朗 日 函数 (2. 28); @ 求 LCz,y,z,) 一 Crz,yz) 十 Mp(zy,z) 关 
于 xz,y,z 及 4 的 一 阶 偏 导数 ,并 令 它 们 等 于 零 , 即 方程 组 (2. 27); @ 求 出 (zo,yo,zo,4), 其 
中 (zo ,yo ,zo) 就 是 = 二 f(z,y,z) 在 约束 条 件 pP(z,y'z) 王 0 下 可 能 的 极 值 点 . 

关于 拉 格 朗 日 乘 数 法 的 几 点 说 明 . 

(1) 拉 格 朗 日 乘 数 法 只 给 出 了 函数 取 极 值 的 必要 条 件 , 因 此 按照 这 种 方法 求 出 来 的 点 
是 否 为 极 值 点 还 需要 加 以 讨论 . 在 实际 问题 中 ,一 般 根据 问题 本 身 的 性 质 来 判定 所 求 的 点 是 
否 是 极 值 点 . 
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(2) 拉 格 朗 日 乘 数 法 中 的 函数 x 二 x(z,y) 是 由 方程 p(x,y,x) 二 0 确定 的 隐 函 数 ,如 果 
可 以 求 出 它 的 显 式 表达 式 , 则 问题 也 可 以 转化 为 无 条 件 极 值 问题 进行 求解 . 

(3) 当 f,g 为 二 元 函数 时 ,相应 的 拉 格 朗 日 函数 为 

L(xz,y4) = f(x,y) + Ap (zy), 

其 中 为 拉 格 朗 日 乘 子 . 

(4) 拉 格 朗 日 乘 数 法 还 可 以 推广 到 自 变量 多 于 两 个 且 约 束 条 件 多 于 一 个 的 情形 . 例如 ， 
要 求 目 标 函 数 x= FCz,y,z'b 在 约束 条 件 p(x,y,z,?) 二 0,y(z,y,z:t) 二 0 下 的 极 值 ,可 以 
先 作 拉 格 朗 日 函数 

LzxyyszotA yp) = FFCZyzst) 十 MPp(Zyyyzot) + py (Ty ,2,1), 

其 中 A,w 均 为 参数 . 


例 2.43 在 椭 球 二 + 小 + 与 三 1 内 髋 入 长 方 体 , 求 长 方 体 的 边 长 分 别 为 多 少时 其 体积 


最 大 ? 

分 析 ”该 问题 属于 条 件 极 值 问题 ,利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求解 . 目标 函数 为 长 方 体 的 体 
积 , 约 束 条 件 为 椭 球 面 方 程 . 

解 设 长 方 体 在 第 一 卦 限 的 顶点 为 (x,y,xz). 由 于 该 点 在 椭 球 面 上 ,因此 要 解决 的 问题 


就 是 在 约束 条 件 瑟 十 革 十 所 一 1 下 求 目标 丽 数 了 一 8zys 的 最 大 值 . 


引入 拉 格 朗 日 函数 L(x,y,z,4) 一 8zxyz :人 (人 上 + 1 ] ,其 中 为 参数 . 解 方程 组 


9ar 

28 二 ee A 
号 一 sz 十 2 总 一 0 
未 这 

oD ay 
qz c 

2 


和 人 
得 到 唯一 可 能 的 极 值 点 为 BE 
由 问题 本 身 意义 知 ,长 方 体 的 最 大 体积 一 定 存在 ,故此 点 就 是 所 求 最 大 值 点 , 即 当 工 一 
入 一 让 一 一 8y3 pe 
尖 字 二 司 史 一 后 时 长 方 体 体积 最 大 ， ,最 大 体积 为 V 一 8zyx 9 abe. 


例 2.44 求 函数 f(z,y)= 二 zz 十 y 一 3zy 在 zx’ 十 y: 三 4 时 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
分 析 在 xz 十 y=4 内 的 驻 点 可 利用 无 条 件 极 值 求解 , 见 例 2.40(2); 在 z? 十 y: 二 4 上 
的 驻 点 可 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求解 ,最 后 通过 比较 极 值 求 出 最 大 值 和 最 小 值 . 
解 (1) 求 f(z,y)==z 十 y 一 3zy 在 x? 十 y 二 4 内 的 驻 点 .由 例 2.40(2) 可 以 求 得 函 
数 在 z? 十 y* 二 4 内 的 驻 点 为 (0,.0) 和 (1,1). 
(2) 求 f(z,y)==z 十 yw 一 3zxy 在 约束 条 件 z? 十 y: 二 4 下 的 驻 点 .引入 拉 格 朗 日 函数 
L(zsyA) = zy —3ry es 二 一 4). 
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L = 37x’—3y+2Ar 一 0， 
一 3 交 一 3z 十 20y 一 0， 
2 十 邑 王 4. 
解 得 zx 一 y 一 士 V2. 故 在 约束 条 件 zx? 十 y* 二 4 下 的 驻 点 为 ( 士 V2 , 士 V2 ). 
注意 到 将 边界 一 士 V4 一 x (或 +== 士 V4 一 代入 目标 函数 后 ,不 难 验 证 ,点 (十 2,0) 
及 (0, 士 2) 均 为 目标 函数 的 不 可 导 点 ). 
(3) 计算 所 有 驻 点 及 边界 上 导数 不 存在 的 点 的 函数 值 , 即 
f(0,0) =0, f(1,1) = 一 1， FCV2,V2) = 4V2 一 6， FF 一 V2 ,一 V2) 4wW2 一 6， 
Jo, 士 2) = 士 2,0) = 8. 


比较 可 得 
fomr = f+2,0) = f(0,+2)=8, 大。 = 一 2 ,一 V2) 4w2 一 6. 
习 寺 题 寺 2.7> 


1. 若 f(zosy) 及 f(x,yo) 在 (xo，yo) 点 均 取得 极 值 , 则 f(z,y) 在 点 (xo，yo) 是 否 也 取得 
极 值 ? 说 明理 由 . 
2. 求 多 元 函数 在 有 界 闭 区 域 上 的 最 大 值 和 最 小 值 的 步骤 是 什么 ? 


Axa 
1. 求 下 列 函 数 的 极 值 : 


(1) z=x’? (zx—1)?+y’:; (2) z=Zzx!: 二 +y:—4z++4y; 
(3) z=Zx’—y 十 3x’? 十 3y? 一 9x. 


2. 求 函 数 < 一 xz? 十 y* 在 条 件 王 十 寺 一 1 下 的 极 值 . 


。 设 z 十 y 十 z 一 wa(Cz,yyzya 二 0) , 当 zy,z 各 为 何 值 时 ,三 者 的 乘积 最 大 ? 
求 函数 z= 二 x? 十 y* 一 12x 十 16y 在 区 域 x ?十 y 志 25 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
. 制作 一 个 容积 为 V 的 无 盖 圆 柱 形容 器 , 当 高 和 底 半 径 各 为 多 少时 ,所 用 材料 最 省 ? 

6. 用 铁 板 做 成 一 个 体积 为 2m? 的 有 盖 长 方 体 水 箱 . 问 当 长 、 宽 、 高 各 取 怎 样 的 尺寸 时 ， 
才能 使 用 料 最 省 ? 

7. 一 厂商 通过 电视 和 报纸 两 种 方式 做 销售 某 产品 的 广告 , 据 统 计 资料 ,销售 收入 R( 万 
元 ) 与 电视 广告 费用 zx( 万 元 )、 报 纸 广告 费用 y 万 元 之 间 , 有 如 下 的 经 验 公 式 : 

及 二 15 十 14z 十 32y 一 8zy 一 2z2 一 10y%， (z,y) ER:， 

试 在 广告 费用 不 限 的 前 提 下 , 求 最 优 广告 策略 . 


Ga) 


1. 求 zxOy 坐标 面 上 一 点 ,使 它 到 xz 二 0,y 二 0 及 x 十 2y 一 16 二 0 三 条 直线 的 距离 的 平方 


MT 
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之 和 最 小 . 

2. 求 抛物 面 x 二 x? 十 y? 与 平面 zx 十 y 十 z 二 1 相交 而 成 的 椭 贺 上 的 点 到 原点 的 最 长 和 最 
短 距离 . 

3. 求 曲面 Vt 十 Vy 十 Vz 二 1 上 的 切 平面 在 三 个 坐标 轴 上 的 截 距 乘积 的 最 大 值 . 

4. 求 函 数 f(z,y) 二 2z? 十 3y? 在 区 域 D: x? 十 y*: 三 16 上 的 最 小 值 . 

5. 求 二 元 函数 二 f(x,y) 二 x*y(4 一 x 一 y) 在 由 直线 x 十 y 二 6,x 轴 ,y 轴 所 围 成 的 闭 区 
域 D 上 的 极 值 .最 大 值 与 最 小 值 . 

6. 有 一 宽 为 24cm 的 长 方形 铁 板 ,把 它 两 边 折 起 来 做 成 一 断面 为 等 腰 梯 形 的 水 槽 , 问 怎 
样 折 法 才能 使 断面 的 面积 最 大 ? 

7. 证 明 ; 函数 zx 一 (1 十 er)cosz 一 yey 有 无 穷 多 个 极 大 值 而 无 极 小 值 . 


E28_ 偏 导数 与 全 微分 的 应 用 ( 焉 ) 一 方向 导数 和 梯度 
Applications of partial derivatives and total differentials 
(LL )— Directional derivative and gradient 


本 节 介 绍 如 何 利用 函数 的 偏 导 数 与 全 微分 研究 函数 沿 任意 方向 的 变化 率 问题 , 即 方向 
导数 和 梯度 . 


2.8.1 方向 导数 


由 定义 2. 12 可 知 , 偏 导数 研究 的 是 函数 沿 着 坐标 轴 方 向 的 变化 率 问题 . 然而 在 实际 问 
题 中 ,如 空气 的 流动 .声音 的 传递 .电波 的 扩散 等 ,需要 考虑 沿 着 某 些 方向 的 变化 率 , 而 不 再 
是 沿 着 坐标 轴 的 方向 . 为 此 ,我们 首先 引入 方向 导数 的 定义 . 

定义 2.15 设 函 数 z= 二 f(z,y) 在 点 Pu(zo,yo) 的 某 一 邻 域 
U(CP,) 内 有 定义 . 自 点 P。 引 射线 1, 射线 :与 x 轴 正 向 的 夹 角 为 p， 
如 图 2.17 所 示 , 与 射线 ! 的 同方 向 的 单位 向 量 记 为 e1 = 一 (cosp， 
sing) ,在 1 上 另 取 一 点 PEU(Po), 坐 标 为 (zo 十 tcosg, yo 十 tsing). 
当 书 沿 着 ! 趋 于 P。, 即 :>07 时 ,如 果 极 限 


图 2.17 
i f(zot tecosg, yo t tsing) — f(xo, yo) 
tr0t 1 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 在 点 P。 沿 方向 / 的 方向 导数 (direction derivative), 记 作 
9f 
SE | 
9 | 6,0) 
af 1i (xzo 十 tcosp,yo tsing) — f(xo ,yo) 
OF | sn [a “ 
oo 0 


在 定义 2.15 中 ,方向 导数 的 方向 是 由 射线 /与 x 轴 正 向 夹 角 9g 描述 的 . 对 于 沿 z 轴 正 
方向 的 射线 ,有 pg 二 0,cosg 二 1,sing 二 0, 函数 > 二 f(z,y) 在 点 Pu(Czo,yo) 沿 工 轴 正 方向 的 方 


Sa EE 
向 导数 [ 记 作 邪 | ，] 定 义 为 
人 本 f(zott,y0) — fxos yo) PE 
Ol|st ot 3 
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类 似 地 ,函数 < 二 f(z,y) 在 点 Pu(Czo:yo) 沿 工 轴 负 方向 的 方向 导数 定义 为 


gz 
ol 
同 理 , 函 数 z 二 f(z,y) 在 点 Po (zo ,yo) 沿 y 轴 的 正方 向 和 负 方 向 的 方向 导数 分 别 定 义 为 
于 
这 说 明 : 若 函 数 三 f(z,y) 在 点 Po(zxo,yo) 关 于 xz 和 y 的 偏 导数 存在 , 则 函数 沿 着 x 
轴 和 y 轴 的 正方 向 和 负 方 向 的 方向 导数 存在 ; 但 反之 未 必 成 立 . 
直接 利用 定义 2. 15 计算 方向 导数 显然 是 很 不 方便 的 ,下 列 定理 给 出 了 利用 偏 导 数 计算 
方向 导数 的 一 个 简单 公式 . 
定理 2.13 设 函 数 > 二 f(r,y) 在 点 Po(zo,yo) 处 可 微 , 则 函数 
在 点 Po(zxo ,yo) 处 沿 任何 方向 的 方向 导数 均 存 在 , 且 有 
a = f(xo Yo)cosat fy(xo yo)cosp, (2. 29) 


其 中 cosa,cosB 为 射线 1 的 方向 余弦 ,如 图 2.18 所 示 . 
分 析 利用 方向 导数 的 定义 证 明 . 
证 由 于 函数 z= 二 f(z,y) 在 点 Po (zo ,yo) 处 可 微 ,因此 有 
Az= f(zo + Ax,yot Ay) — f(xo, yo) 
= f(zosyo) Mz fy (zo,y)Ay+ol( VAz) 十 (Ay)5 ). 
注意 到 , 当 点 (xo 十 Ax, wo 十 Ay) 在 射线 1 上 时 ,对 应 地 有 ,人 Ax 二 tcosa, Ay 二 tcosB,t 一 
V(Azx)* 十 (Ay) .于 是 


i fzxo tt tcosa, yo tt tsing) — f(xo ,yo) 


ji f(z—ty)— fry) ee 


gz 
= 己 (zoyyo)， 页 |: =— f,(zxo ,yo). 


fr (zo, yo)cosat fy (zo, yo)cospB. 


tr0t t 
根据 方向 导数 的 定义 知 ,定理 的 结论 成 立 . 证 毕 
特别 地 ,在 平面 直角 坐标 系 中 ,因为 eos 一 cos 于 一 a] 一 Sin 所 以 式 (2. 29) 也 可 以 记 为 
3 = f(xo ,yo0)cosat fy(xo ,yo)sina. 


类 似 地 ,定理 2. 13 的 结论 可 以 推广 到 三 元 及 以 上 的 多 元 函数 . 例如 , 若 函 数 4 二 f(z,y,x) 
在 点 Pu(zo ,yo，zo) 处 可 微 , 则 函数 在 点 Po (zo ,yo zo) 处 沿 射线 1 方向 的 方向 导数 为 


了 = 广 (zo,yoyzo)cosa 十 fy (zo yoo0)cosB fe (xo ,yoo)cosy, (2.30) 


其 中 a,B,Y 为 1 方向 的 方向 角 . 

例 2.45 设 函 数 > 一 zsy , 求 在 点 Po(3,1), 沿 直线 PoPi 的 方 
向 导数 ,其 中 点 Pi 的 坐标 为 (2,3) ,如 图 2. 19 所 示 . 

分 析 “ 先 根据 已 知 条件 求 出 Pu P; 的 方向 向 量 、 方 向 余弦 、 在 点 
Po(3,1) 处 的 偏 导数 等 信息 ,再 代入 式 (2. 29) 求 解 . 


BE3 BE \ 9zx z 
解 易 见 ,一 二 3z*y ,到 一 2z ,所 以 林 275 
x 了 x 


Po 
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不 难 求 得 
1=PoPi = (1,2), |1l= VD T=, e | 
由 此 可 得 ,cose 一 一 声 'eosg 一 二 .所 以 有 
= . = oe 十 条 cosp 27x[ 让)+54x 主 - 台 
例 2.46 设 函 数 4=zye” , 求 在 点 Po(1,1,0) 处 沿 着 PoPi 从 Po(1,1,0) 到 P,( 一 2,3， 
V3 ) 的 直线 方向 的 方向 导数 . 


分 析 ” 先 根据 已 知 条 件 求 出 PoP 的 方向 向 量 、 方 向 余弦 ,在 点 Po(1,1,0) 处 的 偏 导数 
等 信息 ,再 代入 式 (2. 30) 求 解 . 


解 ”不 难 求 得 
9 9. 9 
六 一 ye (1 二 zx)， ze, er. 
Du 9u ou 直 
在 点 Po(1,1,0) 处 ,有 一 1， 一 1， 一 1. 另 一 方面 
Dr |i ay|s, 3 二 | 记 
1= PP = (一 3,2,V3)， |1|= VST4T3 一 4，e ( a 
因此 有 
cosa 于， cosB ， cosy i 
于 是 
Qu Au u Qu . 3 7 8 /a= 
| = owe 十 况 |，cos8 十 器 Ro 下 十 4 re 
2.8.2 梯度 


由 方向 导数 的 定义 可 知 ,函数 在 某 一 点 的 方向 导数 会 因为 方向 的 改变 而 不 同 . 自然 会 
问 : 函数 在 该 点 处 的 方向 导数 既然 会 变 ,那么 它 沿 哪 个 方向 取 值 最 大 ? 下面 给 出 与 方向 导 
数 有 重要 关联 的 概念 一 一 梯度 . 

以 二 元 函数 为 例 , 设 函数 > 二 f(x,y) 在 其 定义 区 域 D 内 具有 一 阶 连续 的 偏 导数 ,对 于 
区 域 D 内 任意 一 点 (zo ,yo), 对 应 的 向 量 

(fr(xosy0) ,fy Xo,y0)) = fr(xosyo)it fy xo yo0)j 
称 为 函数 > 三 f(z,y) 在 点 (zxo,yo) 处 的 梯度 向 量 ,简称 为 梯度 (gradient), 记 作 
gradf (zo ,yo), 即 
gradF(zoyyo) 一 ( 广 (zoyyo), 户 (zoyyo)) = fr xo yo)it f(xo, yo)j. 

在 实际 应 用 中 ,函数 = Fz,y) 在 点 (zo,yo)ED 处 的 梯度 也 经 常 记 作 ? f(zxo ,yo), 其 

中 ? 称 为 二 元 向 量 微分 算 子 或 Nabla 算 子 , 即 
?J(Czo,yo) = fr(xos yO)it f(xo ,yo0)j. 

在 方向 导数 的 定义 中 , 曾 用 记号 e/ 一 (cosg,sing) 表 示 与 射线 ! 同方 向 的 单位 向 量 , 根 据 

向 量 的 数量 积 的 定义 ,函数 z= 二 f(z,y) 在 点 (zo ,yo)ED 处 的 方向 导数 和 梯度 的 关系 为 


2.8 偏 导 数 与 全 微分 的 应 用 ( 焉 ) 一 一 方向 导数 和 梯度 
Applications of partial derivatives and total differentials ( Il ) 一 一 Directionral derivative and gradient 


Ll felxory)cosat fsxosy0)cosB — gradf zo» yo) » e. 
进一步 地 ,车 记 8 为 樟 度 向 量 grad/(zo,y6) 与 。 的 夹 角 , 则 有 
于 | = gradfCro,y) | -1el ecosg 一 | gradf Cx»30) | cosg 
下 面 针对 9 的 取 值 , 讨 论 杭 度 与 方向 导数 之 间 的 关系 ， 
CD cosg1, 即 60 时 ,区 | ,一 lgradf (zo wyo) |. 这 表明 当 射线 /的 方向 与 梯度 方 


向 一 致 时 ,方向 导数 取 最 大 值 ,或 者 说 ,方向 导数 沿 着 梯度 的 方向 取 最 大 值 , 即 梯度 方向 是 函 
数 增长 速度 最 快 的 方向 . 


元 时 oF 
(2) cos0 二 0, 即 0 二 时 ,可 Ee 


0. 这 表明 射线 1 的 方向 与 梯度 方向 垂直 时 ,方向 导 


数 在 垂直 于 梯度 的 方向 上 值 为 零 , 即 在 此 方向 上 函数 的 变化 率 引 为 夫 . 


(3) cosb0 一 1, 即 0=x 时 , 芳 二 一 |gradf(zo ,yo)1|. 这 表明 当 射 线 1 的 方向 与 梯 
(zx0'30) 


度 方向 相反 时 ,方向 导数 取 最 小 值 或 者 说 ,方向 导数 沿 着 梯度 相反 的 方向 取 最 小 值 . 
在 几何 上 ,函数 == jz,y) 在 其 定义 区 域 D 内 表示 一 张 曲面 , 当 用 平面 > 一 C(C 为 常 
数 ) 去 横 截 曲面 z= 二 f(z,y) 时 , 截 得 一 平面 曲线 ,对 应 的 方程 为 
z= f(z,y), 
| 一 C. 
根据 空间 解析 几何 的 知识 ,可 知 该 曲线 在 坐标 面 z-Oy 上 的 投影 曲线 的 方程 可 表示 为 
f(z,y) 王 C. 注意 到 该 曲线 上 的 点 都 等 于 常数 C, 因 此 称 该 平面 曲线 为 函数 = FCz,y) 的 等 
值 线 ,通常 也 称 为 等 高 线 . 
车 函数 z= 二 f(z,y) 在 点 (xo,yo)ED 处 可 微 ,上 且 f(xo ,yo),f, (zo，yo) 不 同时 为 零 , 从 
几何 上 讲 , 等 高 线 f(x,y) 二 C 具 有 特殊 的 几何 解释 . 


对 等 高 线 /(z,y) =C 的 两 端 求 导数 ,得 到 所 (zor30) 十 f(zosy0) 圈 一 0, 即 


)=°. 
{x030) 


注意 到 ,向 量 [1, 穆 | ) 是 等 高 线 /(z,y) 一 C 在 点 (zo，36) 处 的 切 向 量 ,也 就 是 说 ,向 量 
二 (f(zosyo)s 放 (zo ,yo)) 就 是 等 高 线 f(z,y) 二 C 在 点 (xo,yo) 处 的 法 线 方向 ,而 这 个 法 
线 方向 又 恰好 就 是 函数 < 一 (zx,y) 在 点 (z。,yo) 处 的 梯度 方向 . 

因此 ,等 值 线 fFCz,y) 王 C 有 很 直观 的 几何 解释 : 函数 ”=C， < 一 一、 
z 二 f(z,y) 在 点 (zo.y) ED 处 的 梯度 方向 就 是 等 值 线 = 生 一 > Crceci 


f(z,y) 一 C 在 该 点 的 法 线 方向 ,梯度 的 模 | gradfCzo'yo)| ! 
就 是 沿 着 这 个 法 线 方向 的 方向 导数 3f | . /ES A 


加 _ fe yO 
如 图 2. 20 所 示 ,梯度 向 量 与 等 高 线 上 的 切线 向 量 垂直 ; fH 
又 因为 梯度 方向 是 函数 增长 最 快 的 方向 ,梯度 向 量 应 指向 函 图 2.20 


dy 
dz 


CR Co 人 


(a 


第 2 章 多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 
< Difjferential calculus of multivariable functions and its applications 


数 增长 的 方向 ,从 而 梯度 向 量 从 数值 较 低 的 等 高 线 指向 数值 较 高 的 等 高 线 ,图 2. 20 中 粗 箭 
头 所 示 即 为 梯度 方向 . 
类 似 于 对 二 元 函数 的 梯度 的 相关 讨论 , 若 三 元 函数 x= F(z,y,z) 在 空间 区 域 2 内 具有 
一 阶 连续 偏 导数 , 则 它 在 区 域 2 内 任意 一 点 (zxo ,yo ,zo) 的 梯度 向 量 可 以 表示 为 
gradF(zoyyoyzo) = fi (Xor YorzoNit fy (XosryorzTo)jt f(xoryo szo)k, (2.31) 
或 记 作 
?Jrzoyyoyzo) 一 万 (zovyoyzo)1i 十 (Crzoyyoyzo)j 十 Crzoyyoyzo)K 
其 中 ? 称 为 三 元 向 量 微分 算 子 或 Nabla 算 子 . 
例 2.47 设 函 数 f(x,y,z)= 二 zx? 十 ZX?yz 一 3Xx? 一 27 十 2y 一 6z 十 3, 求 gradf(0,0,0)， 
gradf(1,1,1). 
分 析 利用 梯度 定义 的 式 (2. 31) 求 解 . 


解 因为 区 37° +27y2— 3 2 x+2 ,了 zy 一 6zx 一 6, 所 以 有 


9f af 2) 
Oy ,站 
gradf(0,0,0) (¥ Dy) = 22 
af af 3) 
gradf(1,1,1) 人 二 003 一 11). 


例 2.48 问 函 数 >=zysz 在 点 已 (1, 一 1,2) 处 沿 什么 方向 的 方向 导数 最 大 ? 并 求 方向 
导数 的 最 大 值 . 
分 析 由 前 面 知 识 可 知 , 沿 梯度 方向 的 方向 导数 最 大 . 
af 
解 Bk 
已 知 函数 < 二 zy*z 在 点 P(1, 一 1,2) 处 沿 梯 度 方向 的 方向 导数 最 大 , 且 


max 一 | gradf(P) | 2f, of af | (2, 一 4,1) |= V21. 
|, ) |¥ “9y 9z 


习题 2.8 


af af 
2 = A 2 
( xz)p 2 (2zyxz)p 4¥|, (zy )p=1, 


1. 函数 < 二 f(x,y) 二 Vz? 十 y? 在 点 (0,0) 处 的 偏 导 数 是 否 存在 ? 方向 导数 沿 着 工 轴 和 
y 轴 的 正方 向 是 否 存在 ? 

2. 若 函 数 < 二 f(x,y) 在 点 Pu(Czo,yo) 关 于 工 和 y 的 偏 导 数 存在 , 则 函数 沿 着 任意 方向 
的 方向 导数 是 否 存 在 ? 说 明理 由 . 

3. 函数 zz 二 (ZX,y) 在 点 (zo,yo)ED 处 的 梯度 方向 是 否 是 等 值 线 f(zx,y) 二 C 在 该 点 
的 法 线 方向 ,说 明理 由 . 


1. 求 函数 二 2z? 十 y? 一 2 在 点 P(1,0) 处 沿 从 点 P(1,0) 到 点 Q(2, 一 1) 的 直线 方向 的 


一 人 
方向 导数 . 


2. 求 函数 wx 一 2z2y 十 yx? 一 2z 十 2 在 点 M(1,2,3) 处 沿 OM 方 向 的 方向 导数 . 

3. 求 函 数 wx 一 2zy 十 y 吐 一 2zz 十 2z 十 1 在 点 (1,1,2) 沿 方向 1 的 方向 导数 ,其 中 1 的 方 
向 角 分 别 为 60",45",60". 

4. 已 知 函 数 w 一 2zsy 十 y 喷 一 2z2x 十 2y 十 = 十 1, 求 gradx(0,0,0) ,gradx(1,1,1). 

5. 设 kx=F(r),r 一 Vz2 十 交 十 于 ,其 中 了 为 可 导 函 数 , 求 gradu. 


6. 已 知 函 数 v 一 


(加 ) 

1. 设 n 是 曲面 zx? 十 2y? 十 4z? 二 7 在 点 P(1,1,1) 处 的 指向 外 侧 的 法 向 量 , 求 函数 二 
3z2 十 % 十 2z2? 在 点 书 处 沿 方向 于 的 方向 导数 . 

2. 求 函数 = 二 2z? 十 x? 十 2y 十 zx 十 3 在 点 P(1,1,1) 处 沿 哪个 方向 的 方向 导数 最 大 ? 最 
大 值 是 多 少 ? 

3. 求 函 数 = 一 3z2 一 2zy 十 y% 在 点 (1,1) 沿 与 xz 轴 方 向 夹 角 为 a 的 方向 射线 1 的 方向 导 
数 ,并 求 在 哪个 方向 上 此 方向 导数 有 (1) 最 大 值 ; (2) 最 小 值 ; (3) 等 于 零 . 

4. 求 函数 gw 一 In(z 十 VX 干 之 ) 在 点 A(1,0,1) 处 沿 点 A 指向 点 B(3, 一 2,2) 方 向 的 方 
向 导数 . 


1 , 
By 求 gradu. 


OOO 
1. 是 非 题 

(1) 当 动 点 (z,y) 沿 着 任 一 直线 趋向 于 点 (0,0) 时 ,函数 f(x,y) 的 极限 存在 且 都 等 于 

A, 但 不 能 说 明 函 数 F(z,y) 当 (zy) 一 (0,0) 时 的 极限 一 定 存在 . ( ， 

(2) 车 函数 F(z,y) 在 点 (zo,yo) 处 的 两 个 偏 导数 都 存在 , 则 函数 f(x,y) 在 点 (xo ,yo) 

处 连续 . ( ) 

gq?z 
5 二 a 六 = 9y9xr” ‘ 2 


(4) 车 函数 z 二 f(x,y) 在 某 点 处 可 微 , 则 函数 在 该 点 的 一 阶 偏 导数 必 和 连续 ， ( ) 
(5) 若 函 数 wx 一 (zy,z) 在 点 Po 处 的 偏 导数 存在 , 则 函数 在 该 点 沿 任何 方向 的 方向 导 


数 必定 存在 . ( ) 
2. 填空 题 
(1) 函数 “一 arcsin -大 的 定义 域 为 
， ln(2z 十 ey) 
(2) lim 一 一 一 一 一 一 
2 Ver Tay 


一 二- y 
(3) 函数 = 一 -FT 的 间断 点 为 
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(4) 设 = 一 arctan 十 > , 则 dz 一 
eT 


(5) 曲面 = 一 z2 十 y 与 平面 2z 十 4y 一 = 一 0 平行 的 切 平面 方程 是 


3. 选择 题 
zx 
(1) A 人 2 区 000)， 则 它 在 点 (0,0) 处 是 ( 。 )， 
0， (Cry) 一 (0,0)， 

A. 连续 的 B. 没有 定义 C. 极限 不 存在 D. 极限 存在 
(2) f(zxosyo) 二 0,fy(zxo Yo) 二 0 是 函数 > 二 f(x,y) 在 点 (xo ,yo) 处 取得 极 值 的 ( 和 

A. 必要 条 件 但 非 充 分 条 件 B. 充分 条 件 但 非 必 要 条 件 

C. 充 要 条 件 D. 既 非 必要 也 非 充 分 条 件 
(3) 设 函 数 = 一 1 一 Vz3 十 妈 ，, 则 点 (0,0) 是 函数 的 ( % 

A. 极 小 值 点 且 是 最 小 值 点 B. 极 大 值 点 且 是 最 大 值 点 

C. 极 小 值 点 但 非 最 小 点 D. 极 大 值 点 但 非 最 大 值 点 


(4) 对 于 方程 ze 十 zy 一 2z 十 1 一 0, 必 存在 点 (1,1,0) 的 某 个 邻 域 , 使 得 该 方程 在 此 邻 
域内 ( 和 5 
A. 只 能 确定 一 个 具有 和 连续 偏 导数 的 隐 函 数 = 一 z=(z,y) 
B. 可 确定 两 个 具有 连续 偏 导数 的 隐 函 数 z= 二 zx(y,zx) 和 y 二 y(x ,zx) 
C. 可 确定 两 个 具有 连续 偏 导 数 的 隐 函 数 x 二 x(y,z) 和 zz 二 z(x,y) 
D. 可 确定 两 个 具有 和 连续 偏 导 数 的 隐 函 数 = 一 zx(z,y) 和 yy 一 yCzyz) 
(5) 对 于 函数 wx 一 zy 十 2zy 十 2yz 一 3z 十 1, 它 在 点 (1,1,1) 处 的 方向 导数 的 最 大 值 为 
¢ 汪 


A v33 B. v34 Ca D. 6 

4. 求 下 列 极限 : 
me 

(1) limsinz (2) lim arcsin(z Ty’) 

二 I 1 

ge 2 a +t) ,Cos(xy) 
(3) lim (1 zs) 3 (4) U3 tyr 

Eas 


二 
5. 计算 下 列 各 题 : 
设 (z 十 Dy 十 一 em , 求 科 ， 


(1 


已 


(2) 设 = 一 xi 二 icosusu 一 eolnz, 求 下 

(3) 设 f(z 十 yyX 一 y)= 二 zx? 一 ys 求 f(zoy) fy (Toy f(r +f (ry); 
» dz 9x 

(CD 设 < 一 /如 十 ,学 ) ,其 中 并 有 一 阶 仿 叶 数 , 求 蔗 , 如 ， 

gz giz diz 


(5) 设 z 二 f(e*cosy,x* 一 y?*), 其 中 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ， 求 并， A 


= 2 十 多 天 0， 
6. 设 re 下 ty 证 明 : f(z,y) 在 点 (0,0) 的 两 个 偏 导 数 都 存在 ， 
0， Zz 十 y= 二 0. 


下 


但 f(z,y) 在 (0,0) 点 不 连续 . 
7. 设 < 一 f(x,y) 是 由 方程 一 < 十 zy* 一 0 确定 的 隐 函 数 , 求 3 32 ，9 


ar"ay'"azay 

8. 求 函数 之 二 ln(2 十 zx? 十 y?) 在 点 (1,2) 处 的 全 微分 . 

9. 求 曲 面 zx 十 2y* 十 3z? 二 12 的 平行 于 平面 x 十 4y 十 3z 二 0 的 切 平面 方程 . 

10. 求 抛物 面 z= 二 zx? 十 y? 与 抛物 柱 面 > 一 z 的 交 线 上 的 点 P(1,1,2) 处 的 切线 方程 和 
法 平面 方程 . 

11. 求 函数 = 一 z2 十 5y% 一 6z 十 10y 十 3 的 极 值 . 

12. 求 函 数 z= 二 x? 十 y 一 zy 十 x 十 y 在 闭 区 域 思 = 二 {(zx,y)|zx 十 y 宇 一 3,x 二 0,y 二 0} 上 的 
最 大 值 与 最 小 值 . 

13. 求 函数 w 一 zyz 在 点 (5,1,2) 处 沿 从 点 (5,1,2) 到 点 (9,4,14) 的 直线 方向 的 方向 
导数 . 

14. 求 函 数 4 二 x?yz 十 2Tx 一 y 十 3 在 点 P(1, 一 1,2) 处 沿 哪 个 方向 的 方向 导数 最 大 ,并 
求 此 最 大 值 . 


15. 求 函数 % 一 下 江 在 点 M(L,2， 2) 处 沿 工 =t,y= 二 2t ,zx 一 一 214 的 切线 方向 
上 的 方向 导数 . 


16. 要 建造 一 个 容积 为 10m’ 的 无 盖 长 方 体 贮 水 池 , 底 面 材料 单价 20 元 /m ,侧面 材料 
单价 8 元 /m*. 问 应 如 何 设计 尺寸 ,使 得 材料 造价 最 省 ? 


第 C3 > 章 
重 积分 


Multiple integrals 


与 定 积分 类 似 , 重 积分 的 概念 也 是 在 解决 实际 问题 的 过 程 中 抽象 出 来 的 ,是 定 积分 的 一 
种 推广 形式 ,其 中 的 数学 思想 与 定 积分 一 样 ,也 是 一 种 “和 式 的 极限 ”. 所 不 同 的 是 : 定 积分 
的 被 积 函 数 是 一 元 函数 ,积分 范围 是 一 个 区 间 ; 而 重 积分 的 被 积 函 数 是 多 元 函数 ,积分 范围 
是 平面 或 空间 中 的 某 一 区 域 . 尽管 如 此 , 定 积分 和 重 积分 之 间 仍 然 存在 着 密切 联系 ,如 重 积 
分 可 以 转化 为 累 次 积分 ,再 利用 定 积分 的 计算 方法 进行 求解 . 本 章 首 先 介绍 二 重 积 分 的 概 
念 ,性 质 、 计 算 方法 ; 然后 将 其 推广 到 三 重 积 分 ; 最 后 给 出 重 积分 的 一 些 简 单 应 用 . 


(C3;1 二 重 积 分 的 概念 与 性 质 


Concepts and properties of double integrals 


本 节 通 过 引入 两 个 实例 , 即 曲 项 柱 体 的 体积 和 非 均 匀 平 面 薄 片 的 质量 ,抽象 出 二 重 积 分 
的 定义 ,并 给 出 二 重 积 分 的 几何 解释 ; 然后 讨论 二 重 积分 的 一 些 基本 性 质 ; 最 后 根据 积分 
区 域 的 对 称 性 和 被 积 函 数 的 奇偶 性 ,给 出 二 重 积 分 的 约 化 方法 . 


3 业主 到 例 


引 例 1 曲 顶 柱 体 的 体积 

这 里 所 指 的 曲 项 柱 体 ,其 特征 是 顶 为 曲面 、 底 为 平面 .侧面 为 母线 垂直 于 底面 的 柱 面 . 

将 曲 顶 柱 体 放 管 在 空间 直角 坐标 系 中 ,假设 其 底面 为 xOy 坐标 面 上 可 求 面 积 的 有 界 闭 
区 域 D, 它 的 侧面 是 以 DD 的 边界 曲线 为 准 线 、 母 线 平行 于 < 轴 的 柱 面 , 它 的 项 可 以 由 连续 函 
数 z= 二 f(r,y) 表 示 , 且 f(x,y) 宇 0, 如 图 3.1(a) 所 示 . 求 该 曲 顶 柱 体 的 体积 . 


3.1 二 重 积分 的 概念 与 性 质 
Concepts and properties of double integrals 


易 知 , 若 曲 顶 柱 体 的 顶 是 与 底面 x 二 0 平行 的 平 顶 , 即 x 二 f(z,y) 一 C 之 0, 则 其 体积 等 
于 底面 积 乘 以 高 .但 对 于 曲 项 柱 体 ,这 个 公式 就 失效 了 . 事实 上 ,利用 计算 曲 边 梯 形 面积 的 基 
本 思想 ,采用 “分 割 、 近 似 、 求 和 ,极限 ”这 4 个 步骤 , 便 可 以 解决 此 问题 .具体 求解 步骤 如 下 : 

(1) 分 割 (partition) ”用 任意 一 组 线 网 将 平面 区 域 D 分 割 成 n 个 小 闭 区 域 , 记 作 Ac ， 
Aos,… ,Ao, ,其 中 Aoi(i 二 1,2,…,n) 也 表示 小 闭 区 域 的 面积 . 以 Ao; 的 边界 曲线 为 准 线 , 作 
母线 平行 于 = 轴 的 柱 面 ,如 图 3. 1(b) 所 示 , 得 到 一 个 小 曲 顶 柱 体 . 以 此 类 推 ,可 以 将 原来 的 
曲 顶 柱 体 分 割 成 个 小 曲 项 柱 体 . 

(2) 近似 (approximation) ”以 第 i 个 小 曲 顶 柱 体 ( 底 面 为 Ac ) 为 例 , 体 积 记 作 AV;. 由 
于 函数 > 二 f(z,y) 在 D 上 连续 ,所 以 函数 在 小 闭 区域 Ac; 内 变化 很 小 ,于 是 该 小 曲 顶 柱 体 可 
以 近似 看 成 平 顶 柱 体 . 此 时 ,在 底 Ax 上 任 取 一 点 (站 ), 则 平 顶 柱 体 的 高 为 FS ,六 ) ,体积 为 
7857)Aci. 从 而 第 i 个 小 曲 顶 柱 体 的 体积 的 近似 值 为 AV; 守 了 (& ,1%)Aoi (i 二 1,2,…,n). 


(3) 求 和 (sum) ”将 这 些小 平 顶 柱 体 的 体积 相 加 ,得 到 > fC&, s,m) A 并 用 它 作 为 曲 
i=1 
顶 柱 体 的 体积 V 的 近似 值 , 则 有 


Vs Sav, 4 See hs 
1 一 1 i=1 

(4) 极限 (imit)” 当 分 割 越 来 越 细 ,小 平 项 柱 体 的 体积 之 和 就 会 越 来 越 接 近 于 曲 顶 柱 
体 的 体积 .将 Ao; 中 任意 两 点 距离 的 最 大 值 称 为 Ao; 的 直径 , 记 作 4;, 则 当 4=max {hi} 0 
时 ,上 述 和 式 右 端 的 极限 就 是 曲 项 柱 体 的 体积 V, 即 

V= im > As sp) ao. 

引 例 2 平面 薄片 的 质量 

将 一 非 均匀 材质 的 平面 薄片 放置 在 平面 直角 坐标 系 中 ,如 图 3. 2 所 示 . 若 已 知 其 占有 
ZzOy 坐标 面 上 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 D, 面 密度 由 连续 函数 po(Cz,y)(Cz,y)ED) 表 示 , 且 
(zyy) 二 0. 求 该 平面 薄片 的 质量 m. 

沿用 引 例 1 的 求解 思想 和 过 程 , 具 体 步 又 如 下 : 

(1) 分 割 ” 用 任意 一 组 线 网 把 平面 区 域 D 分 割 成 个 小 闭 区 ， 


域 , 记 作 Am ,Ags，…, Ag,, 其 中 Aa 也 表示 小 闭 区 域 的 面积 ,如 | “~ 

(2) 近似 ”在 第 i 个 小 闭 区 域 Ac 上 任 取 一 点 (和 ,wp) ,以 该 点 所 
对 应 的 面 密度 p(& ,办 ) 代 替 Ar 上 其 他 点 处 的 面 密度 , 则 p(e :yao w = 
可 近似 看 成 第 ; 个 小 块 薄片 的 质量 . 


(3) 求 和 ”将 这 些小 块 的 质量 相 加 , 便 得 到 所 求 平面 薄片 质量 
的 近似 值 , 即 


m 人 > po(6 7)Aoi。 
1 一 1 


(4) 极限 “与 引 例 1 类似, 同样 将 Ac; 中 任意 两 点 距离 的 最 大 值 称 为 Ac; 的 直径 , 记 作 
入: 则 当 一 max{tAi) 一 0 时 ,上 述 和 式 右 端的 极限 就 是 平面 薄片 的 质量 , 即 
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m 一 im Doc sn Ao. 
抛 开 上 述 两 个 引 例 自身 的 应 用 背景 ,不 难 抽象 出 二 重 积分 的 定义 . 
3.1.2 二 重 积分 的 概念 
定义 3.1 设 DD 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 ,函数 f(z,y) 在 D 上 有 界 .首先 将 D 用 线 网 
任意 分 割 成 个 小 闭 区 域 Am ,Ao;,… ,Ao, ,其 中 Ao; 也 表示 小 闭 区 域 的 面积 ; 然后 在 每 个 


Ao; 上 任 取 一 点 ( ,六 ) , 作 乘积 (和 &, 坟 )Aoi(i 二 1,2,…,n) ,再 作 和 》) 了 (&;,%)Aoi. 如 果 当 
i=1 


各 小 闭 区 域 的 直径 中 的 最 大 值 趋 于 零 时 ， lim D>) FS ,7n) Ao; 存在 ( 记 作 站), 则 称 函 数 
we 

f(z,y) 在 区 域 D 上 可 积 , 称 极限 值 为 f(x,y) 在 D 上 的 二 重 积分 (double integral) , 记 作 

[reesmae， 即 


rcswas =J= im》 Fe 7:) Aoi, C3 13 
i=1 


其 中 ,f(x,y) 称 为 被 积 函 数 ,f(x,y) do 称 为 被 积 表达 式 , do 称 为 面积 微 元 ,D 称 为 积分 区 
域 ， >) 1(e ,7 Am 称 为 积分 和 . 
关于 定义 3.1 的 几 点 说 明 . 
QD 在 定义 中 , 当 lim > ) 7(s ,7 DA 存在 时 , 式 (3. 1) 的 运算 结果 是 一 个 数值 ,该 数值 公 
与 被 积 丽 数 fr,y) 及 积分 区 域 D 有 关 , 而 与 积分 变量 用 哪些 字母 表示 无 关 , 妈 
reaswas = esa. 


D D 


(2) 在 定义 中 ,对 有 界 闭 区 域 的 分 割 是 任意 的 ,点 (6 ,7) 在 Ao; 上 的 取 法 也 是 任意 
的 ,只 有 这 两 个 “任意 "同时 被 满足 , 且 lim > (8 .7 Am 存在 的 前 提 下 , 才 称 其 极限 值 为 


函数 f(z,y) 在 D 上 的 二 重 积分 . 

(3) 若 已 知 函数 f(z,y) 在 有 界 闭 区域 D 上 可 积 , 由 二 重 积 。 yy 
分 的 定义 可 知 , 对 D 进行 任意 形式 的 分 割 都 不 会 改变 最 后 的 结果 | 
本 因此 ,为 方便 计算 起 见 , 常 选用 一 些 特殊 的 分 割 方法 ,如 在 直角 "上 二 十 全 
坐标 系 中 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 分 割 区 域 D, 如 图 3. 3 所 示 ， 
那么 除 一 些 包含 边界 的 小 闭 区 域外 (并 不 影响 最 后 的 结果 ) ,其余 0 Xx 
的 小 闭 区 域 都 是 矩形 闭 区 域 ,面积 为 Ao 一 AxAy. 此 时 通常 将 面积 


微 元 do 记 作 dzdy, 将 二 重 积分 记 作 |/ (zy drdy， 其 中 ,dzdy 
称 为 直角 坐标 系 中 的 面积 微 元 . 
(4) 由 定义 可 知 , 引 例 1 中 曲 顶 柱 体 的 体积 可 表示 为 了 一 | Cz,y)do; 引 例 2 中 平面 薄 


3.1 二 重 积分 的 概念 与 性 质 © 
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片 的 质量 可 表示 为 m= ||ocz,y)dc 


D 


定理 3.1 当 函 数 /(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 时 ,二 重 积分 | (x,y)do 必 存 在 . 


3.1.3 二 重 积 分 的 几何 解释 


对 于 放置 在 空间 直角 坐标 系 中 的 曲 顶 柱 体 ,如 图 3. 1 所 示 , 它 的 顶 为 曲面 > 一 A(zyy)， 
(zy)ED, 底 为 zOy 坐标 面 上 区 域 D ,侧面 为 以 D 的 边界 曲线 为 准 线 、 母 线 平 行 于 = 轴 的 


柱 面 . 二 重 积分 的 几何 解释 是 ， 当 被 积 函数 f(z,y) 达 0 时 ,|| rcz,y)dc 表示 上 述 曲 顶 柱 体 
的 体积 ; 当 f(z,y)<0 时 ,上 Cz,3)do 表示 曲 项 柱 体 体积 的 负 值 当 f(z,y) 在 区 域 D 上 
有 正 有 负 时 , ||/(z,y)do 表示 在 zOy 面 的 上 、 下 曲 顶 桂 体 体积 的 代数 和 . 特别 地 , 当 


f(x,3) 二 1.9 为 闭 区 域 D 的 面积 时 , | de = | do = 。 该 等 式 表示 ， 以 D 为 底 、 高 为 1 的 平 
D D 


顶 柱 体 的 体积 在 数值 上 等 于 该 柱 体 的 底面 积 . 
例 3.1 计算 下 列 二 重 积 分 : 


eoll VR 一 一 yy do, 其 中 D= {x,y)|zx! 十 y: 二 R’}; 
D 


le V2ZT)do, 其 中 DD= {zy |z 二 yy 之 4). 


分 析 ”根据 被 积 函 数 和 积分 区 域 的 特点 ,利用 二 重 积 分 的 几何 意义 计算 . 


解 (1) 易 见 ,被 积 函 数 f(z,y) 二 VR 一 zx 一 y 是 球 心 在 坐标 原点 ,半径 为 R 的 上 半 
球面 ,积分 区 域 D={ (x,y) |z? 十 y* 二 R?} 是 被 积 函 数 在 zxOy 坐标 面 上 的 投影 . 由 二 重 积分 


的 几何 意义 知 ,| VR7 一 一 ydo 等 于 半径 为 R 的 上 半球 的 体积 ,如 图 3.4(a) 所 示 , 所 以 
D 


图 3.4 


(2) 易 见 ,被 积 函 数 f(z,y) 二 2 一 Vz 十 y 是 yOz 坐标 面 上 的 直线 = 一 2 一 y 绕 z 轴 旋 
转 一 周 形成 的 半圆 锥 面 , 积 分 区 域 为 D 二 {(z,y) |z’ 十 y* 二 4}. 由 二 重 积分 的 几何 意义 知 ， 
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由 Ge - v2 于 )do 等 于 底面 半径 为 2 高 为 2 的 圆锥 体 的 体积 ,如 图 3. 4(b) 所 示 , 所 以 
了 

je- Vr+y )do= 计 XrX2 x2= 到 
3.1.4 二 重 积分 的 性 质 


由 于 二 重 积分 与 定 积分 有 完全 类 似 的 性 质 , 这 里 不 加 证 明 地 给 出 二 重 积分 的 几 个 重要 
性 质 . 在 如 下 的 各 性 质 中 , 均 假设 函数 f(z,y) 和 g(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 可 积 . 
性 质 1( 线 性 性 质 ) ”对 于 任意 的 a,BER, 函 数 af(z,y) 十 Bg(x,y) 在 D 上 可 积 , 且 


Nae Vth 中/e， wart y) do. 
事实 上 ,性 质 1 的 结论 包含 了 二 重 积分 运算 的 两 种 特殊 情形 ， 即 
epeesy gc» = cr,yao tls esas 
D D D 


[Be = tf Cr, do (k 为 常数 ). 


D D 
上 面 的 第 一 式 表明 两 个 函数 的 和 ( 差 ) 的 二 重 积分 等 于 它们 的 二 重 积 分 的 和 ( 差 ); 第 二 
式 表明 被 积 函数 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 的 外 面 . 
性 质 1 的 结论 可 推广 到 有 限 个 可 积 函 数 的 线性 组 合 的 积分 , 即 YA ,k,,…,k,ER, 有 


jner 十 Refa(xsy) 二 十 Rf (ry) do 


= wirt alee, y)dc 十 。 “th 


性 质 2( 积 分 区 域 的 可 加 性 ) 如 果 DD 可 被 曲线 分 为 两 个 没有 2 A 共 内 点 的 闭 子 区 域 D， 
和 D,, 则 有 


ew -eet le y) do. 
性 质 3( 保 序 性 质 ) 在 D 上 ， 如 果 有 pr 则 有 
re wi < la. y) do. 
特别 地 ， 不 难 证 明 如 下 的 绝对 值 不 等 式 成 立 ， 
I 1FCGz,y) | dc. 
| 


性 质 4( 积 分 的 估 值 定理 ) 设 函数 f(x,y) 在 D 上 连续 ,M,m 分 别 为 f(z,y) 在 D 上 的 
最 大 值 和 最 小 值 ,c 为 D 的 面积 , 则 有 


mo <|fG.war < Mo. 


性 质 5( 积 分 中 值 定理 ) 设 函 数 f(z,y) 在 D 上 连续 ,o 为 D 的 面积 , 则 至 少 存在 一 点 
(&,7) ED, 使 得 


cwar = f(€,Do. 
D 
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例 3.2 比较 下 列 二 重 积分 的 大 小 : 


GD + yar 与 | e+ ya, 其 中 也是 由 zz 轴 ,y 轴 以 及 zx 十 y= 二 1 围 成 的 三 角形 
D D 
区 域 ; 
G0) ian: Cr + y)do Sian: (z+ ya, 其 中 马 是 由 xz 轴 ,y 轴 以 及 z 十 一直 围 成 的 三 
D D 


角形 区 域 . 
分 析 ” 当 二 重 积分 的 积分 区 域 相同 时 ,比较 被 积 函 数 的 大 小 . 
解 (1) 易 见 ,在 DD 内 ,0 三 x 十 y 生 1, 故 有 (zx 十 y)? 三 (x 十 y) ,由 性 质 3 可 得 


| +t ya < 十 y)do 
D D 


(2) 易 见 ,在 DD 内 ,0O<z+ys 工 , 故 有 0 三 tan(zx 十 y) 三 1, 从 而 tan? (zx 十 y) 过 tans (x 十 
y) ,其 中 等 号 仅 当 xz 十 y= 二 0 和 z 十 y 一 于 时 成 立 . 故 


人 ae (十 y)dc > (z+ y)do. 
也 


例 3.3 估计 下 列 二 重 积分 的 值 的 范围 : 


+ar, 其 中 DD 一 {(zsy) | 0<z<10<y<1)s 
D 


‘2a 十 Vz 十)do,; 其 中 D= {Czy) | 十 yr 二 27}. 
D 


分 析 ” 先 求 出 被 积 函数 在 积分 区 域 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ,然后 利用 性 质 4 估算 . 
解 (1) 易 见 ,D 是 边 长 为 1 的 正方 形 区 域 ,面积 为 o=1. 在 D 内 ,有 0zx 十 y2. 由 性 


质 4 知 ,0o<< 上 zwar<2.0 即 
D 


o<]t war<2. 
D 
(2) 易 见 ,D 是 圆心 在 点 (1,0) ,半径 为 1 的 圆 形 闭 区 域 ,面积 为 c 一 .在 D 内 ,0 入 xz 和 
2,0 过 Vr 十 YY 二 V2x 二 2, 于 是 1<1 十 Vz 十 y 二 3. 由 性 质 4 知 
«<|art VT + y )do < 3x. 
D 


3.1.5 二 重 积分 的 对 称 性 质 


在 计算 定 积分 时 知道 ,车 被 积 函数 在 对 称 区 间 上 具有 奇偶 性 , 则 定 积分 有 “ 偶 倍 奇 零 ” 的 
结论 . 对 于 二 重 积分 而 言 , 利 用 积分 区 域 的 对 称 性 与 被 积 函 数 关于 单个 变量 的 奇偶 性 ,有 时 
可 以 简化 计算 ,甚至 可 以 直接 得 到 结果 . 

给 定 一 个 平面 区 域 D, VY (zx,y) ED, 车 有 (x, 一 y) ED, 则 称 区域 D 关 于 x 轴 对 称 ; 若 
有 (一 +,y) ED, 则 称 D 关于 y 轴 对 称 .利用 二 重 积 分 的 几何 解释 ,可 以 得 到 如 下 结果 . 


© 第 3 章 重 积分 
Multiple integrals 
对 称 性 1 如 果 积 分 区 域 D 关 于 xz 轴 对 称 , 设 Di 二 {(z,y)|(z,y) ED,y 宇 0}, 则 
0， 下 (z 一 妇 一 一 7)5 
ewe = (ew fe;—) = F239). 
a 
对 称 性 2 ”如 果 积 分 区 域 D 关 于 y 轴 对 称 , 设 Di 二 {(z,y)|(z,y)ED,z 宇 0}, 则 
0， f(—z,y) =— f(x,y); 


由 cu 全 ew a 
D 
Di 


对 称 性 3 如果 积 分 区 域 D 关于 坐标 原点 对 称 , 设 Di 二 {(x,y)| (zx,y)ED,z 宇 0}, 则 
_ 0， f(—z;s—y)=— f(z9)s 
由 cmaz 一 | 


D 


a) fC, yao, ff(—zsC— = f(z 9): 


D 


事实 上 ,关于 二 重 积分 的 对 称 性 质 还 有 很 多 ,有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 相关 资料 . 
例 3.4 利用 二 重 积 分 的 对 称 性 质 化 简 : 


vee 十 y) (1 十 zy )dzdy, 其 中 了 由 曲线 y 一 z 与 y=1 所 围 成 ; 
D 

(2) ey yardy, 其 中 D={(z,y)||zl 十 |y| 志 1}; 
D 


cry+t 1)dzdy ,其 中 D={ (zx,y)14z? 十 y: 二 4}. 
D 
分 析 利用 积分 区 域 的 对 称 性 和 被 积 函数 的 奇偶 性 化 简 . 
解 (1) 令 g(rz,y) 二 zyf (zx 十 y). 因为 区 域 也 关于 > 轴 对 称 , 且 g( 一 x,y) 一 
一 gx), 故 ||zyf (a 十 y)dzrdy = 二 0, 则 有 


D 


ee 十 六) (1 十 zy )dzdy 一 je 十 只 )dzdy。 
了 了 
进一步 地 , 令 Di 为 区 域 D 在 第 一 象限 的 部 分 , 则 有 
ee 十 只 )dzdy 一 zyx + y)dzrdy. 
D Db 
(2) 令 Di 为 区 域 D 在 第 一 象限 的 部 分 . 因为 D 关 于 xz 轴 和 > 轴 均 对 称 , 且 f(x?y?) 关 
于 自 变 量 zx 或 关于 y 均 为 偶 函 数 , 则 


ey aray 一 4 fey drdy. 
(3) 易 见 ,积分 区 域 D 是 一 个 椭圆 形 区 域 ,面积 为 2. 因为 积分 区 域 关于 工 轴 对 称 , 且 
函数 f(x,y) 一 zx?y 关于 自 变量 y 是 奇 函 数 ,所 以 |z?ydzdy 一 0; 又 因为 | dzdy 一 2x, 所 以 


[s+ 1)dzdy = J:yardy + ||azay = 2x. 
D D D 


3.1 二 重 积分 的 概念 与 性 质 
Concepts and properties of double integrals 人 


1. 将 二 重 积分 的 定义 与 定 积分 的 定义 进行 比较 , 找 出 它们 的 相似 之 处 与 不 同 之 处 . 
2. 试用 二 重 积分 表示 lim 点 六 Se 
ee isl j=1 


3. 利用 二 重 积分 的 对 称 性 质 简化 计算 ,需要 考虑 哪些 因素 ? 


1. 用 二 重 积分 表示 由 平面 x 十 y 十 x 二 1,x 二 0,y 二 0,x 二 0 所 围 成 的 四 面体 的 体积 了 ,并 
用 不 等 式 (组 ) 表 示 曲 顶 柱 体 在 zxOy 坐标 面 上 的 底 . 


2 计算 | V4 一 下 一 多 do, 其 中 忆 ={Czy) | 十 yy 声 4}. 


3. 判断 J lIn(x? 十 y)do(0 二 +r 二 1) 的 符号 . 


<|zl+|lyl<! 


4. 比较 | cz + wzde §|| ty)ar 的 大 小 ,其 中 D={(x,y)1(zx 一 3)? 十 (y 一 4)? 过 1}. 
D 


D 


5. 利用 二 重 积分 的 性 质 估计 下 列 积分 值 的 范围 : 


[et 型 汪 衣 
(GD ee do, 其 中 局 一 | 可 + 六 大 10<5< 中 
D 


do 

Dp Vr +y 27xy 二 16 
6. 利用 二 重 积分 的 对 称 性 质 化 简 : 

(1) Pe 其 中 史 由 曲线 y 二 3zx? 与 y= 二 2 所 围 成 ; 


D 


, 其 中 卫 =({(z,y)|10 委 z 委 1,0 委 >y 委 3)}. 


(2) lj(5y 十 1)do, 其 中 D={(zx,y)|zx? 十 y 寺 9}. 


D 


1. 用 二 重 积分 表示 由 圆 形 抛物 面 z= 二 4 一 (x? 十 y*) 及 平面 < 二 0 所 围 成 的 曲 顶 柱 体 V 
的 体积 ,并 用 不 等 式 (组 ) 表 示 曲 顶 柱 体 在 xOy 坐标 面 上 的 底 . 


2. 利用 二 重 积分 的 几何 意义 ,计算 || R 一 VT 十 YY )do, 其 中 了 一 {Czy)|z 十 到 坟 RR }. 
3. 判断 | 1 一 x ?一 ydo 的 符号 , 其 中 卫 ={Czyy)|z2 十 史 委 4}. 
4. 利用 二 重 积分 的 性 质 估计 下 列 积分 值 的 范围 
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(1) i(x? 十 4y? 十 9)do, 其 中 D={(zx,y)|z? 十 y 二 4}; 
Dp 
(2) ||(z 十 y 十 10)dc, 其 中 D={(zx,y)|z’ 十 y: 二 4}. 


D 


5. 利用 二 重 积分 的 对 称 性 质 化 简 : 
(1) 上 (2zxf (xz?y) 十 3)do, 其 中 D={(zx,y)14z’: 十 y 三 4}; 


D 


(2) 上 (2z 十 1)do, 其 中 D={(zx,y)| 一 1<x<1, 一 3<y<3}. 


Db 


,2 二 重 积分 的 计算 方法 
Calculation of double integrals 


由 定义 3.1 可 见 , 二 重 积分 仍然 是 计算 一 类 和 式 的 极限 ,并 且 形 式 上 要 比 定 积 分 的 更 加 
复杂 . 因此 ,直接 利用 定义 计算 二 重 积分 会 十 分 困难 . 为 了 计算 一 般 形 式 的 二 重 积 分 ,可 以 从 
计算 曲 顶 柱 体 的 体积 入 手 . 本 节 首 先 给 出 二 重 积分 在 直角 坐标 系 中 的 计算 方法 ,然后 给 出 其 
在 极 坐 标 系 中 的 计算 方法 . 


3.2.1 直角 坐标 系 下 二 重 积分 的 计算 
根据 二 重 积分 的 几何 意义 , 当 二 重 积分 的 被 积 函数 在 积分 区 域 上 连续 且 非 负 时 ， 
rswas 等 于 曲 顶 柱 体 的 体积 . 在 学 习 定 积分 在 几何 上 的 应 用 时 ,我 们 知道 ; 车 已 知 一 立 


D 


体 的 平行 截面 的 面积 , 便 可 以 利用 定 积分 计算 它 的 体积 . 受 此 启发 , 若 已 知 曲 顶 柱 体 的 平行 
于 某 坐 标 面 的 截面 面积 ,也 可 以 计算 它 的 体积 ,而 截面 面积 可 以 利用 定 积 分 的 方法 解决 . 

为 了 更 直观 地 理解 二 重 积分 在 直角 坐标 系 下 的 计算 方法 ,需要 先 对 积分 区 域 进行 分 类 ， 
并 根据 每 个 分 类 将 二 重 积 分 化 为 累 次 积分 ,再 利用 计算 定 积 分 的 方法 计算 累 次 积分 . 

1. 积分 区 域 的 分 类 

一 般 地 ,平面 积分 区 域 可 以 分 为 三 类 , 即 X 型 区 域 Y 型 区 域 和 混合 型 区 域 . 

类 型 一 X 型 区 域 

设 有 区 域 D={(z,y) 1a 三 x 二 b,g1(zx) 三 y 三 gs (x)), 其 中 函数 om (zx) ,gs (zx) 分 别 在 
[a,5]J 上 连续 . 如 果 用 垂直 于 zx 轴 的 直线 (a 二 x 二 5) 穿 过 DD 的 内 部 时 ,这 些 直线 与 DD 的 边界 
最 多 有 两 个 交点 ,如 图 3. 5(a) ,(b) 所 示 . 此 种 类 型 的 区 域 称 为 X 型 区 域 . 


了 1 Jo) 了 天 90) 
'\ | 
1 1 1 1 1 
1 oO | Oo | 
全 1 1 Po 
Oa D Oa x px 
(a) (b) 


3.2 二 重 积分 的 计算 方法 个 
Calculation of double integrals 
类 型 二 YY 型 区 域 


设 有 区 域 D=={(x,y)1c 声 y 二 dg (y) 三 x 三 p(y)), 其 中 函数 p(y) ,yp(y) 分 别 在 
[c,dj 上 连续 . 如 果 用 垂直 于 y 轴 的 直线 (c 二 y 二 d) 穿 过 DD 的 内 部 时 ,这 些 直 线 与 DD 的 边界 
最 多 有 两 个 交点 ,如 图 3. 6(a) ,(b) 所 示 . 此 种 类 型 的 区 域 称 为 Y 型 区 域 . 


站 -< 
2 | 二 woD) 
J 一 WO 
O 人 o- 一 一 六 
(a) (b) 
图 3.6 
X 型 区 域 和 Y 型 区 域 统称 为 简单 区 域 . 还 有 一 类 有 界 闭 区 域 , 它 既 不 是 X 型 区 域 , 又 不 


是 Y 型 区 域 , 称 之 为 混合 型 区 域 . 

类 型 三 ”混合 型 区 域 

对 于 有 界 闭 区 域 也, 如果 用 垂直 于 工 轴 和 > 轴 的 直线 穿 过 DD 
的 内 部 时 ,除了 相交 为 线段 的 情形 外 ,存在 直线 与 D 的 边界 的 交点 
多 于 两 个 的 情形 ,如 图 3.7 所 示 , 此 种 类 型 的 积分 区 域 称 为 混合 型 
区 域 . 

对 于 混合 型 区 域 ,可 以 用 一 条 或 几 条 辅助 线 将 其 分 割 为 若干 
个 小 区 域 ,使 得 这 些小 区 域 为 简单 区 域 , 即 或 是 X 型 区 域 ,或 是 Y 
型 区 域 . 例如 ,如 图 3.7 所 示 的 区 域 , 可 用 一 条 辅助 线 将 区 域 D 分 图 3.7 
制 为 三 个 X 型 区 域 . 

2. 直角 坐标 系 中 的 累 次 积分 法 

下 面 根据 积分 区 域 的 类 型 将 二 重 积 分 化 为 累 次 积分 ,其 中 假定 FCz,y) 三 0. 

类 型 一 X 型 区 域 的 累 次 积分 

假设 二 重 积分 的 积分 区 域 D 为 X 型 区 域 ,如 图 3. 8 所 
示 , 在 闭 区 间 [a,6] 上 取 一 定点 xo ,过 点 ze 作 与 yOxz 坐标 面 
平行 的 平面 ,方程 为 z= 二 zo, 该 平面 与 曲 项 柱 体 相交 所 得 的 截 
面 是 一 个 底 边 为 闭 区 间 [wm (zo),gs(zo)]、 曲 边 为 曲线 = 一 》 
f(zo,y) 的 曲 边 梯形 ,截面 的 面积 记 作 A(zxo). 由 定 积分 的 几 


何 意义 可 知 ,ACzo) 二 | 
一 般 地 , 当 工 在 区 间 [a,5] 上 任意 变动 时 ,与 yOz 坐标 面 平行 的 截面 面积 可 以 表示 为 
ACxN = [eps 
a 

于 是 ,利用 计算 “平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 ”的 方法 , 曲 顶 柱 体 的 体积 为 

b b Fo (I) 

a en 
ja = | [fre] 


x0) 
f(xosy)dy. 图 3.8 
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注意 到 , 曲 顶 柱 体 体积 也 是 二 重 积分 的 值 , 即 

6 fr) 
rower =| [| ， f(x,y dy|dz. C3 
» a.m Cr) 


上 式 右 端 的 积分 称 为 先 关 于 y 后 关于 > 的 累 次 积分 (iterated integral) 或 二 次 积分 . 
在 利用 公式 (3.2) 计 算 二 重 积 分 时 , 先 将 zx 看 成 常数 ,将 f(z,y) 只 看 成 y 的 函数 ,并 关 
于 yy 计算 从 pi:(z) 到 gs(z) 的 定 积分 ; 然后 再 把 计算 结果 (是 xz 的 函数 ) 关 于 xz 计 算 在 [a,6] 


上 的 定 积分 . 这 个 先 关于 y 后 关于 x 的 累 次 积分 也 可 以 写成 dr ”f(z,y)dy. 因此 
a A 
式 (3.2) 也 可 写成 


6 go (7) 

ew = al f(r,y)dy. (3.3) 
a 7) 

D 


这 就 是 二 重 积 分 先 关 于 y 后 关于 xz 的 累 次 积分 公式 . 

类 型 二 Y 型 区 域 的 累 次 积分 

如 果 二 重 积 分 的 积分 区 域 D 是 Y 型 的 ,利用 前 面 X 型 区 域 的 累 次 积分 的 推导 过 程 ,可 
以 得 到 二 重 积 分 的 计算 公式 为 


df 
Ncwar =| [| zy)dz]dy， (3. 4) 
pr EA 
或 
ff ra oy) 
Dew =| dy| ， ,fz dz. C85) 
pb < DE 


如 果 积 分 区 域 D 既是 X 型 区 域 ,又 是 Y 型 区 域 时 ,如 图 3.9 所 
示 , 则 两 个 累 次 积分 相同 , 即 


ff ro go (7) Ei Yo Cy) 
ew = | dz| flriydy -| dy| fx,y) dr. 
5 a EE) < Ce 


不 难 证 明 , 被 积 函 数 f(z,y) 在 积分 区 域 D 上 有 正 有 负 时 , 公 
式 (3.2) 一 (3.5) 仍 然 成 立 . 

类 型 三 ”混合 型 区 域 的 累 次 积分 

当 二 重 积 分 的 积分 区 域 D 是 混合 型 区 域 时 ,如 图 3.7 所 示 , 为 计算 二 重 积 分 的 需要 ,可 
用 平行 于 坐标 轴 的 直线 将 D 分 割 成 几 个 部 分 ,使 每 一 部 分 区 域 或 为 X 型 区 域 ,或 为 Y 型 区 
域 , 进 而 将 它们 化 为 累 次 积分 ,最 后 利用 二 重 积分 区 域 的 可 加 性 ,将 这 些小 区 域 上 的 二 重 积 
分 数值 相 加 ,可 得 在 区 域 D 上 的 二 重 积 分 .车 D=DUD: UD:, 且 Di ,D, ,D; 无 公共 内 点 ， 
则 有 


,wa = crart | fcrswast || fc,wae. (3.6) 
ee] » 


D D 


3. 典型 算 例 
例 3.5 计算 下 列 二 重 积分 : 
GD 上 yas, 其 中 D 是 由 直线 一 2,y 一 1 及 y 一 x 所 用 成 的 闭 区 域 


D 


QI 二 ydo, 其 中 品 是 由 直线 + 一 一 1,y=1 及 yz 所 用 成 的 闭 区 域 . 


3.2 二 重 积分 的 计算 方法 
Oa ea ert 
分 析 首先 画 出 积分 区 域 的 图 形 ,判断 积分 区 域 的 类 型 ,并 将 积分 区 域 表示 为 相应 类 型 


的 集合 ; 选择 积分 变量 的 顺序 ,确定 积分 限 ,计算 时 要 综合 积分 区 域 和 被 积 函 数 的 便利 性 ， 
进而 将 二 重 积分 化 为 累 次 积分 ; 最 后 进行 计算 . 


解 (1) 积分 区 域 D 的 图 形 如 图 3. 10(a) 所 示 . 
法 一 ”可 将 DD 看 成 是 X 型 区 域 , 即 也 =((Cz,y)11 委 z 委 2,1 委 y 委 z)}). 于 是 


[pe-j -Fe- 半 -ow 主人- 到 上- 于 
此 外 ,积分 还 可 以 写成 yds 一 fa ayay = zaz [ yay. 
法 二 也 可 将 D 看 成 是 Y 型 区 域 , 即 D={(z,y)11y<2,y<z<<2}. 于 是 
Feb se) -he -EE 


(2) 积分 区 域 D 的 图 形 如 图 3. 10(b) 所 示 . 
可 将 也 看 成 是 X 型 区 域 , 即 D={(zx,y)| 一 1x 过 1,x 二 y 过 1). 于 是 


Pire rw | a) yi Te dy 


D 


二 1 
=-- 村 | Vare yde 


=- 革 | (| zl 一 Ddz 
3 J 


区 地 及 1 
3 he 1)dz 2 
此 小 题 中 ,也 可 将 DD 看 成 是 Y 型 区 域 , 即 D={(z,y)| 一 1 二 y 达 1, 一 1 二 x 声 y). 于 是 
小 Vl+zx:—y do= | VILT 十 到 一 光 dz: 
D 
易 见 , 若 选 > 为 积分 变量 , 则 计算 过 程 将 会 复杂 很 多 , 故 合理 选择 积分 次 序 对 二 重 积 分 


的 计算 非常 重要 . 此 外 ,由 图 3. 10(b) 可 见 , 若 对 积分 区 域 D 添加 辅助 线 y 二 一 +, 可 将 区 域 


分 割 为 两 个 对 称 区 域 , 请 读者 尝试 利用 积分 区 域 的 对 称 性 和 被 积 函 数 的 奇偶 性 将 二 重 积分 
化 简 , 再 进行 计算 . 


3.10 
例 3.6 计算 下 列 二 重 积分 : 


CD as, 其 中 DD 是 由 抛物 线 y 二 z 及 直线 y 二 x 一 2 所 于 成 的 闭 区 域 ; 


第 3 章 重 积分 
他 Multiple integrals 


(3) 用 dc, 其 中 局 由 y=z,y=1 及 y 轴 所 有 成 的 闭 区 域 

分 析 如 图 3.11(a) 和 (b) 所 示 , 两 个 积分 区 域 D 均 既 是 X 型 区 域 ,也 是 Y 型 区 域 . 如 
果 选 择 X 型 区 域 计算 , 即 先 关于 y 积分 会 比较 麻烦 , 题 (1) 的 区 域 有 两 个 下 边界 , 题 (2) 中 不 
定 积分 [et” dy 不 能 用 初等 孙 数 表示 , 故 它们 都 选择 Y 型 区 域 计算 . 


解 (1) 如 图 3.11(a) 所 示 ,选择 Y 型 区 域 计算 . 
积分 区 域 D 可 以 表示 为 D={(z,y)| 一 1<y 志 2,y: 二 x 二 y 十 2}. 于 是 


[ 2 >+2 2 yt2 [2 
一 3 as = 
jw- 上 [让 ydz |dy 一 | ， (z)|。， dy = | Ger+9 y dy 
Wi | ”二 
(¥ tk | 役 
(2) 如 图 3. 11(b) 所 示 ,选择 Y 型 区 域 计算 . 
积分 区 域 D 可 以 表示 为 D={(x,y)10 壹 y 过 1,0 过 x 三 y). 于 是 
3 1 3 1 Ls 1 2 1 2 
ls do = | dy Fa 一 | (zx) ldy ye dy | dl( 3 )- 总 一 生 


D 


图 3.11 


例 3.7 计算 上:s*do, 其 中 D= Gz,w zl+|y|<D). 


了 

分 析 先 利 用 积分 区 域 D 关于 坐标 轴 的 对 称 性 和 被 积 函 数 关 
于 xz 或 关于 > 的 奇偶 性 进行 简化 处 理 ; 然后 再 进行 计算 . 

解 易 见 ,积分 区 域 也 关于 工 轴 和 > 轴 都 对 称 ,如 图 3. 12 所 示 ， 
且 被 积 函 数 f(z,y)= 二 zx?y* 关于 或 关于 y 都 是 偶 函 数 . 取 Di = 
{(z,y) 1z 十 y 二 1,x 宇 0,y 宇 0}, 有 

I= yo 一 4| a 全 ds 人 《1—ay de 在 - a 

此 题 若是 直接 在 D 上 求 二 重 积分 , 则 要 繁琐 很 多 . 


由 例 3. 6 和 例 3.7 可见, 在 计算 二 重 积分 时 , 既 要 考虑 选取 的 积分 区 域 类 型 (使 计算 简 
便 ) ,也 要 考虑 被 积 函 数 的 形式 (容易 求 得 原 函数 ). 

此 外 ,在 计算 某 些 累 次 积分 时 ,如 果 先 进行 积分 的 原 函 数 不 易 求 得 或 无 法 用 初等 函数 表 
示 , 可 以 考虑 交换 积分 次 序 ,再 进行 计算 . 


3.2 二 重 积分 的 计算 方法 
Co 
例 3.8 ”交换 下 列 累 次 积分 的 次 序 ， 


OD) La [RE (2) | fewart hdy 人 rear 

分 析 先 根 据 题 中 所 给 的 累 次 积分 找 出 积分 区 域 类 型 , 写 出 关于 z,y 的 一 组 不 等 式 ; 
然后 画 出 积分 区 域 的 图 形 ; 最 后 根据 图 形 写 出 男 一 组 不 等 式 , 写 出 相应 的 累 次 积分 . 

解 (1) 易 见 ,该 累 次 积分 选取 积分 区 域 D 属于 Y 型 区 域 ,如 图 3. 13(a) 所 示 . 将 积分 


区 域 表示 成 X 型 区 域 , 即 D= {Ge 10<r<4, 对 <y<Yz] ,于 是 


ay 人 redz = [az | crsay. 
(2) 易 见 ,该 累 次 积分 选取 积分 区 域 D 属于 Y 型 区 域 ,如 图 3. 13(b) 所 示 , 并 且 D= 


Di UPD, ,其 中 
Di={(zx,y) |0<y<10<r<2y}, D,= {(z,y)|1< 


y<3,0<7rE3—y}. 
将 积分 区 域 表示 成 X 型 区 域 , 即 D= | 0<x<2, 于 <y<3 一 z] ,于 是 


和 2y 3 Sy 2 3 一 z 
| dy| f(r,y) dr + f(z,y)dr = | dz| f(zr,y)dy. 
0 0 0 0 


3.13 


3.2.2 极 坐标 系 下 二 重 积 分 的 计算 


有 些 二 重 积 分 虽然 是 以 直角 坐标 的 形式 表示 的 ,但 直接 用 3. 2. 1 节 中 的 方法 计算 会 很 
麻烦 ,甚至 无 法 计算 . 因此 ,根据 积分 区 域 和 被 积 函 数 的 特点 ,通过 适当 的 变量 替换 ,可 以 使 
二 重 积分 得 到 简化 . 下 面 利用 极 坐 标 和 直角 坐标 的 关系 , 即 z 一 rcosbg,y 一 rsing, 给 出 在 极 坐 
标 系 下 计算 二 重 积分 的 计算 方法 . 

1. 极 坐标 系 下 曲 顶 柱 体 的 体积 

在 计算 二 重 积 分 时 ,有 些 积分 区 域 的 边界 曲线 用 极 坐标 描述 会 较为 方便 ,特别 是 与 圆 相 
关 的 一 些 边界 曲 线 , 用 极 坐标 描述 要 比 直角 坐标 简单 . 

例如 , 圆 形 区 域 D=={(z,y)1z’ 十 y* 三 1} 在 直角 坐标 系 中 可 以 表示 为 X 型 区 域 , 即 D= 
{(z;y) 1 一 1<x<1, 一 V1 一 x 全 y 达 V1 一 x }; 利用 直角 坐标 与 极 坐标 的 关系 ,D 在 极 坐 
标 系 下 的 区 域 可 以 表示 为 D=={(r,0)10 二 r 过 1,0 二 02x} ,形式 简单 许多 . 

再 如 ,2.1 节 中 给 出 的 圆 环 区 域 D=={(z,y)11<x? 十 y* 过 4) ,在 直角 坐标 系 中 属于 混合 
型 区 域 , 计 算 二 重 积分 时 需要 将 其 分 成 2 个 X( 或 了 Y) 型 子 区 域 , 并 且 表 示 形 式 非常 繁琐 ; 然 
而 , 它 的 极 坐标 表示 形式 非常 简单 , 即 D={(r,0)11<r<2,0<9<27). 
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在 极 坐标 系 下 计算 二 重 积分 时 ,需要 将 被 积 函数 f(z,y) ,积分 区 域 D 以 及 面积 元 素 do 
都 用 极 坐 标 表示 . 下 面 在 极 坐标 系 中 ,重新 计算 曲 项 柱 体 的 体积 ,具体 步骤 如 下 . 

(1) 分 割 ”， 用 极 坐标 系 中 的 曲线 网 分 割 积 分 区 域 D, 曲 线 网 由 两 类 线条 组 成 , 即 一 族 
“7 三 常数 ”的 同心 贺 和 一 族 “ 从 点 O 出 发 ,0 一 常数 "的 射线 . 曲线 网 将 DD 分 割 成 n 个 小 区 域 
Aoi(i 二 1,2,…,n) ,其 中 Ao; 是 由 同心 圆 r; 与 7; 十 Ar; 以 及 射线 0 与 0 十 Ab 围 成 的 小 闭 区 
域 ,Ac; 也 表示 该 小 闭 区 域 的 面积 ,如 图 3. 14 所 示 . 

(2) 近似 ”注意 到 , 除 包含 边界 点 的 一 些小 闭 区 域外 ， 
小 闭 区 域 的 面积 Ac; 可 表示 为 两 个 扇形 区 域 面积 的 差 , 即 


Ao; = 加 ( 产 十 Ari)2Ap; 一 到 Ab 一 mAriAlb: 十 去 AAbL 
一 方面 , 当 Ar ,Ab 充分 小 , 即 当 Ar 一 0,Ab 一 0 时 , 忽 
略 其 中 比 ArAb 更 高 阶 的 无 穷 小 量 二 A3Ab ,有 Ac 


riAriA0:. 男 一 方面 , 记 二 ricos0; ,六 一 六 sinb (和 ,六 )E Ao;, 3.14 
取 f(ricos0;,risin9;) 作 为 这 个 小 曲 项 柱 体 的 高 ,于 是 第 i 个 
小 曲 顶 柱 体 的 体积 近似 地 表示 为 小 平 项 柱 体 的 体积 , 即 f(r;cos0; ,risin0;)r;Ar;A0;. 
(3) 求 和 ”将 这 些小 平 项 柱 体 的 体积 相 加 ,并 用 它 作为 曲 项 柱 体 的 体积 V 的 近似 值 ,有 


VY 之 SY preosd, srisin0; )r; Ar; AO;. 
i=1 
(4) 极限 各 小 闭 区 域 的 直径 记 作 4i(i 二 1,2,…,n), 当 4= max {Xi} >0 时 ,上 述 和 式 
右 端 的 极限 就 是 曲 顶 柱 体 的 体积 V, 即 


Ws Je, wa Te lim 2) fCricosl: ,isin0 )r; Ar; AO;. 
Db i=1 


于 是 , 极 坐 标 系 下 二 重 积 分 的 表示 形式 为 
war = | Greos0, rsing) rarde. (3.7) 
D 了 


2. 极 坐标 系 下 的 累 次 积分 法 
利用 极 坐 标 计 算 二 重 积 分 ,同样 需要 将 它 化 为 累 次 积分 ,下 面 根据 积分 区 域 的 三 种 类 型 
予以 说 明 . 
类 型 一 ” 若 积 分 区 域 D 不 包含 原点 ,如 图 3. 15(a),(b) 所 示 , 设 DD 可 表示 为 
D= {(r,0) | n(0) <r<r(0,a<0<p}, 
委 蚌 


B ro (0) 
creos0, rsin0) rdrdo = | dg| ， ,freosO, rsing)rdr. (3.8) 
D a nn 0) 


类 型 二 若 积分 区 域 D 通过 原点 ,如 图 3. 16 所 示 , 设 D 可 表示 为 
D= {(r,0) |10 委 rr 委 r(0),a 委 0 委 有 8， 
于 是 


0) 
I (rcosg,rsin0)rdrd0 一 Pao f(rcosO,rsing)rdr. (3.9) 
« do 
D 
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7=rz(g) Cay) 
AB 5 


Ne = LAN 

0 rr 0 r 
(a) (b) 
杀生 二 
r=r(0) 
2 区 7 
O a 
图 3.16 3. 17 


类 型 三 ” 若 积分 区 域 卫 包含 原点 ,如 图 3.17 所 示 , 设 D 可 表示 为 
D= {(r,0) | 0<r<r(0).,0<0< 27r}, 
于 是 
由 osose.rsinpyrdrdg 一 [a 由 Crcosg,rsin0)7dr。 《3.10) 
D 

关于 利用 极 坐 标 计算 二 重 积 分 的 几 点 说 明 . 

(1) 由 式 (3.7) 可 见 , 要 将 二 重 积分 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 极 坐标 ,首先 是 被 积 函 数 
中 的 zyy 分 别 换 成 rcosg,rsing, 然 后 是 直角 坐标 系 中 的 面积 微 元 do 换 成 极 坐 标 系 中 的 面积 
微 元 rdrd0. 在 计算 时 要 特别 注意 面积 微 元 rdrd9 中 的 ,经 常 被 初学 者 遗漏 . 

(2) 当 二 重 积分 的 积分 区 域 D 为 圆 域 .扇形 域 或 圆 环 域 , 且 被 积 函数 表达 式 含 有 因子 
Zz 十 y* 时 ,可 优先 考虑 用 极 坐 标 计算 该 二 重 积分 . 

(3) 在 极 坐标 系 下 化 二 重 积分 为 累 次 积分 时 ,通常 选择 的 积分 次 序 是 先后 0; 确定 积 
分 限时 采用 “扫描 穿线 法 ”. 为 确定 9 的 变化 范围 ,从 极点 出 发 的 射线 从 极 轴 开始 进行 逆 时 针 
扫描 ,射线 扫描 到 D 的 边界 时 的 角 即 为 9 的 下 限 , 直 至 最 后 离开 DD 的 边界 时 的 角 为 9 的 上 
限 ; 为 确定 x 的 变化 范围 ,由 于 极 径 7 三 0, 当 极 径 r 穿 人 DD 时 碰 到 的 边界 曲线 r; (0) 为 下 限 ， 
穿 出 D 时 离开 的 边界 曲线 r* (0) 为 上 限 . 有 时候 累 次 积分 的 顺序 也 可 以 是 先 9 后 +, 但 不 常 
用 ,有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 相关 资料 . 

3. 典型 算 例 


例 3.9 写 出 二 重 积分 ||/ (zy)de 在 极 坐标 系 下 的 累 次 积分 ,其 中 积分 区 域 为 


D= {Cz;y) 11= 名 所 yy 委 Vi—zx,0<z<1)}. 
分 析 先 画 出 积分 区 域 的 图 形 , 将 边界 曲线 用 极 坐 标 方程 表示 ,利用 “扫描 穿线 法 ”, 确 
定 极 坐标 7.0 的 积分 限 ; 然后 将 被 积 函 数 中 的 zx,y 分 别 换 为 rcos0,rsin9, 将 面积 微 元 do 换 
为 极 坐标 系 中 的 面积 微 元 rdrd9; 最 后 将 二 重 积 分 化 为 累 次 积分 . 
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解 ”积分 区 域 D 的 图 形 如 图 3. 18 所 示 . 易 见 ,直线 方程 
Zz 十 y 二 1 的 极 坐 标 形式 为 


a 1 
”sin 二 cosO" 


积分 区 域 D 的 极 坐 标 表 示 形 式 为 D= {0 


— rl, 
rT 


0<0<3} 于 是 3.18 


Dewas SS [a ， f(rcos,rsing)rdr. 
pb 0 Hg 

例 3.10 利用 极 坐标 计算 下 列 二 重 积分 : 

GD na 十 xz? 十 y*)do, 其 中 也 ={Czyy)1z2 十 史 委 R ,zx 之 0,y 之 0}. 
D 


(3) 用 ety)ao, 其 中 局 为 由 国民 十 2y, 妇 十 光一 4y 及 直线 3y 0,y wW3z 一 0 所 


围 成 的 平面 闭 区 域 . 

分 析 ” 先 将 边界 曲线 用 极 坐标 方程 表示 ,利用 “扫描 穿线 法 ”确定 相应 的 积分 限 ; 然后 
将 被 积 函 数 中 的 z,y 分别 换 成 rcos0,rsin9, 面 积 微 元 换 为 rdrd9, 最 后 将 二 重 积分 化 为 累 次 
积分 并 计算 . 

解 (1) 积分 区 域 D 的 图 形 如 图 3. 19(a) 所 示 . 易 见 ,D 是 圆 形 区 域 位 于 第 一 象限 的 部 


分 , 它 在 极 坐 标 下 可 表示 为 D= {2 lo<r<R,0<0<3). 故 


党 R 
ha 二 zx 十 y*)do== | do| ln(1 十 于 )rdr 
Db 0 0 


R 
= [In tr d+) 下 [1 HR2)ln(1 十 R2) — R’]. 


V3=0 


FE 31=0 


中 


(a) (b) 


3.19 


(2) 积分 区 域 D 的 图 形 如 图 3. 19(b) 所 示 . 不 难 求 得 ,z 一 /3y 一 0 和 > 一 V3z 一 0 可 分 别 
转化 为 0 一 二 和 0 一 本 ZX: 十 y 二 2y 和 zz 十 到 一 4y 可 分 别 转化 为 > 一 2sing 和 > 一 4sin0. 因 


此 ,在 极 坐标 下 ,有 p= {07.0) | ?sin0<rstsin0,6<0<3 | 故 
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至 4sing 至 
Te 十 交 )do 一 下 dg| r?» rdr 一 60 上 sin4gdg 
量 2sing 和 量 


15| (1 一 zeos2g- ecos20)d9 = 1S(2x —Y3). 
有 
例 3.11 计算 下 列 积分 : 
vw esa, 其 中 D={ (zx,y)1z’ 十 y 二 R?); 
D 


2 


oo 
(2)I =| e™ dz. 
0 


分 析 根据 (1) 中 被 积 函 数 和 积分 区 域 的 特点 ,将 其 化 为 极 坐 标 形式 的 累 次 积分 再 计 
算 ; 受 (1) 的 计算 过 程 启发 ,可 利用 (1) 的 结果 计算 (2). 
解 (1) 易 见 ,积分 区 域 D 在 极 坐 标 系 下 的 形式 为 D={(r,0)10<r<R,0<0<2x}. 


于 是 
[ 2 2 2r R 2 R 2 
| + )do 一 | dg| e rdr 一 zx | erdr 
pb 0 0 0 


R 
«| ed(—r) ne | = xd er). 
0 


本 小 题 如 果 选 用 直角 坐标 的 方法 计算 ,由 于 积分 [ea 不 能 用 初等 函数 表示 ,所 以 无 
法 直接 计算 . 下面 利用 本 小 题 的 结论 计算 一 个 在 概率 论 中 经 常用 到 的 反常 积分 . 
(2) 设 有 如 下 区 域 ， 
D, = {Cz | +y 志 R’,z 宇 0,y 宇 0}; 
D: = {(z,y)|z’+y 2R ,zr 0,y> 0}; 
S= {(z,y)|0<zr<R,0<y<R}. 
显然 ,DiCSCD;, 如 图 3. 20 所 示 . 由 于 e+ >0, 根 据 二 重 
积分 的 性 质 , 有 
eu < fe do = [ee do. 
s 


” 


根据 (1) 的 结果 ,有 


Ki 一 cg) 一 ed < dl —ew). 
S 


» 


不 难 验 证 ， 3.20 
ee dc = |, edzr [es dy 一 (se dz) 仆 EY dy) 一 (J dr) 


又 由 于 lim 工 (1 一 erR) 一 工 ，lim 工 (1 一 ez) 下 .由 夹带 准 则 可 得 


R-=+co 4 4 R=-+~4 


(J) = 至 ， 即 I= | 六 edz= 笃 . 
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思 / 考 是 

1. 将 二 重 积分 化 为 累 次 积分 的 基本 步骤 和 策略 是 什么 ? 

2. 在 利用 对 称 性 计算 二 重 积分 时 ,用 坐标 轴 划 分 积分 区 域 是 否 最 为 简单 ? 若 不 是 , 举 
例 说 明 . 

3. 对 于 给 定 的 累 次 积分 ,为 什么 要 对 其 交换 积分 次 序 , 有 必要 吗 ? 

4. 在 什么 条 件 下 ,利用 极 坐标 计算 二 重 积分 较为 方便 ? 


Qa 
1. 设 有 如 下 区 域 D, 画 出 其 图 形 ,并 把 上/ (zy)do 化 为 困 次 积分 : 
D 


(1) DD 是 由 z= 二 0,zx 二 2,y 二 0 及 y 一 1 围 成 的 区 域 ; 

(2) DD 是 由 xz 十 y= 二 1,x 一 y= 二 1 及 x 二 0 围 成 的 区 域 ; 

(3) DD 是 由 y 二 zx,y 一 2x 及 xz 二 1 围 成 的 区 域 ; 

(4) DD 是 由 y 二 zx? 与 y 一 1 围 成 的 区 域 . 

2. 计算 下 列 二 重 积分 : 

(1) ||er>do, 其 中 区 域 忆 是 由 工 一 0,z 一 1,y 一 0 及 y 一 1 围 成 的 闭 区 域 ; 


(2) | edc， 其 中 疡 由 y=z,y=2 及 y 轴 所 围 成 的 闭 区 域 


D 
(3) [zydc, 其 中 成 是 由 抛物 线 y* 二 x 及 直线 y 二 x 一 2 围 成 的 闭 区 域 . 

3. 利用 对 称 性 和 奇偶 性 计算 二 重 积分 : 

(1) lly[1 十 xf (x*y*)jdo, 其 中 马 是 由 曲线 y= 二 x? 与 y 一 1 围 成 的 闭 区 域 ; 


D 


(2) || (zy 十 5)dc, 其 中 D={(zx,y)|4z’ 十 y* 过 4}; 


D 


(3) ||z2yzdc, 其 中 D={(z,y)||z| 十 |y| 志 2}. 


Db 
4. 交换 下 列 累 次 积分 的 次 序 : 
GD | | redv (| ar [fr ydys G) Jar fordys 

1 1 V2rtz? 2 2 
cw har foesway; (5) Jaf (Cry)dy; (6) [| 蝶 纪 册 f(z,y)dy. 
藉 画 出 下 列 积分 区 域 D, 将 上 f(x,y)de 化 为 极 坐 标 系 中 的 累 次 积分 ( 先 积 r, 后 积 只: 


(1)D= {(z,y) | zy < 27r}; (DD= {zy) | z+y aa>0}; 


3.2 二 重 积分 的 计算 方法 
Co integrals » 


(3)D= {(z,y) | 4 zy 4}. 
6. 利用 极 坐 标 计算 下 列 积分 


ve 十 y)do, 其 中 D={(zx,y)|2zx 二 zx! 十 y 二 47}; 


(2) | smCx Ye ty gy, A 中 D={0,y 4 +y<9); 
YF 


Tr 2 2 E 
i AD {a0 | 让 在 交 区 1 


Wee, 其 中 D={ (zx,y)|zx’ 十 y 二 R?}. 

站 
外 于 秆 合作 入 村 本 鸭 用 人 信和 人 和 各 作 
6 Vz ty dz; 


1 x 
dz 
0 


Qa 
1. 已 知 二 重 积分 的 积分 区 域 为 DD, 画 出 其 图 形 ,并 将 | (x,y)qe 化 为 二 次 积分 
D 


(1) 万 是 由 zz 一 y,y 一 1, 及 y 轴 围 成 的 区 域 ; 
(2) DD 是 由 y= 二 x? 与 y 一 4 一 zz 围 成 的 闭 区 域 . 
2. 交换 下 列 二 次 积分 的 次 序 : 


ek ae Co oy ad ondy+ a Rd 


G) | 人 Ferndzt ou 六 ee 

3. 计算 下 列 二 重 积分 : 

(1) ||zcos(Cz 十 y)dzdy, 其 中 中 是 由 (0,0),(x,0) 和 (x,x) 围 成 的 三 角形 闭 区 域 ; 
D 


2) | (zs 十 3z2y 十 办)da, 其 中 D={(x,y) 0 二 zx1,0<<y<1); 
D 


(3) | 上)dz, 其 中 D={CzD | |z|+|y|<D); 

也 
(yz 1ao, 其 中 D=({(z,w| -1<z<1,0<y<1. 
4 将 下 列 积分 化 为 极 华 标 形式 的 二 次 积分 : 
ar fe VE Ty dy Ga We 
5. 利用 极 坐 标 计算 下 列 积分 


= 2—y [= 局 2 = 于 
co 站 / 竺 于 于 区 de, 其 中 局 是 由 国 周 x*++y 一 1 及 坐标 轴 所 转 成 的 在 第 一 象限 内 
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的 闭 区 域 ; 
G2) 用 ca 十 ydo, 其 中 局 是 由 直线 一 0, 二 awy 一 0,y 一 a(a 这 0) 所 转 的 闭 区 域 ; 
D 


G3) ||aretan do, 其 中 D={(zx,y)11<<z? 十 y 二 4, 且 0 委 y 委 cz) 
D 


wf Vx? 十 ydo, 其 中 也 ={Czy)|z 十 交 委 2z, 且 0 委 y 委 zx)}. 


C3;3 三重 积 分 的 概念 及 计算 


Concepts and calculation of triple integrals 


本 节 通 过 引入 实例 , 即 空间 物体 的 质量 ,抽象 出 三 重 积分 的 定义 ,并 介绍 三 重 积分 的 对 
称 性 质 , 然 后 给 出 三 重 积分 在 直角 坐标 系 、 柱 面 坐 标 系 、 球 面 坐标 系 中 的 计算 方法 . 


3.3.1 引 例 


引 例 1 空间 物体 的 质量 

将 一 非 均匀 材质 的 空间 物体 放置 在 空间 直角 坐标 系 Ozyx 中 ,如 图 3. 21 所 示 , 它 占有 
的 空间 有 界 闭 区 域 为 2, 体 密度 为 连续 函数 wx 一 zy,z)((z,y'z)ED), 且 FCzy,z) 二 0， 
所 指 的 体 密 度 是 单位 体积 的 物体 质量 . 求 该 空间 物体 的 质量 zz. 

类 似 于 平面 薄片 质量 的 求解 过 程 ,仍然 采用 如 下 4 个 步骤 . 

(1) 分 割 ” 把 空间 有 界 闭 区 域 49 分割 成 个 没有 公共 内 点 
的 小 空间 闭 区 域 AVi ,AV: ,…,AV, ,用 AV; 表示 第 i 个 小 闭 区 
域 的 体积 ,如 图 3. 21 所 示 . 

(2) 近似 在 每 个 小 空间 闭 区 域 AVi; (i 二 1,2,…,n) 上 任 
取 一 点 (和 ,六 ,后 ) ,由 于 密度 函数 f(r,y,x) 连 续 , 以 该 点 所 对 应 
的 密度 fs ,wp,5) 近 似 作 为 第 i 小 块 物 体 的 密度 ,于 是 第 i 个 
小 块 物 体 的 质量 近似 为 f(& ,wi ,5)AV;. 

(3) 求 和 ”整个 空间 物体 质量 的 近似 值 为 


m 入 Df sb) AV. 
(4) 极限 “将 小 空间 闭 区 域 AV; 中 任意 两 点 距离 的 最 大 值 称 为 AV; 的 直径 , 记 作 4;. 当 
一 max{Ai} 0 时 ,如 果 上 述 和 式 的 极限 存在 , 则 此 极限 值 就 是 空间 物体 的 质量 mm, 即 
m= lm >) fC& spb)AV. 


3.3.2 三 重 积分 的 概念 

抛 开 空间 物体 质量 的 实际 意义 ,抽象 出 对 上 述 和 式 极限 的 数学 描述 , 便 可 得 到 三 重 积分 
的 定义 . 

定义 3.2 设 0Q 是 空间 直角 坐标 系 Ozryz 中 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 ,函数 f(x,y,z) 在 


3.3 三 重 积分 的 概念 及 计算 

PPT LN 
Q2 上 有 界 .将 0 任意 分 割 成 n 个 无 公共 内 点 的 小 闭 区 域 AVi,AV:,…,AV, ,其 中 AV; 也 表 
示 该 小 闭 区 域 的 体积 . 在 AV;(i 二 1,2,…,n) 上 任 取 一 点 (&,,5), 作 乘积 f(&; ,1,5)AV';， 
并 作 和 Drie, ,6 )AV;. 记 4 一 max{AV; 的 直径 }， 如 果 lim /6， ,5D)AV; 存在 ( 记 
准 焉 则 称 函 数 (x,y,2) 在 空间 有 界 闭 区 域 上 可 积 , 称 极限 值 K 为 /x.y， z) 在 Q 上 的 
三 重 积分 (triple integral)， 记 作 肯 rc sys2dy 


jewrow- K = im Df mt A (3.11) 

其 中 (zy,2) 称 为 被 积 画 数 , f(z,y，<)dV 称 为 被 积 表达 式 ,dV 称 为 体积 微 元 ,0 称 为 各 
分 区 域 ， Pf, 称 为 积分 和 . 

利用 三 重 积分 的 定义 , 非 均 匀 材 质 的 空间 物体 的 质量 可 表示 为 m 一 /Ce,y,<)dV. 特 


别 地 , 当 f(z,y,z) 三 1 时 ,三 重 积 分 在 数值 上 等 于 空间 区 域 2 的 体积 V, 即 V 一 jw 


定理 3.2 当 函 数 f(z,y,z) 在 有 界 闭 区 域 0 上 连续 时 ,f(x， 二 的 忆 : 重 积 分 
一 定 存在 . 
由 于 三 重 积 分 的 基本 性 质 与 二 重 积分 完全 类 似 , 在 此 不 再 一 一 袭 述 ,请 读者 自行 归纳 . 


3.3.3 三 重 积 分 的 对 称 性 质 


与 二 重 积 分 一 样 , 利 用 积分 区 域 的 对 称 性 与 被 积 函数 关于 单个 变量 的 奇偶 性 ,三 重 积 分 
有 如 下 的 对 称 性 质 . 
对 称 性 1 如 果 空 间 闭 区 域 2 关于 zOy 面 对 称 , 设 Q 二 {(z,y,2)| (x,y,z) E00,z 宇 0)， 
则 有 
0， Crzyy， 一 z) 一 一 (zyyz)， 


由 evav = 好 co flzsys —2) = zyyyz)， 
n 
a 


对 称 性 2 如果 空 间 闭 区 域 0 关于 Orz 面 对 称 , 设 2 二 人 (zx,y,2)| (x,y,x) EQ,y 宇 0)， 
则 有 
0， (rz 一 yz) 一 一 (zyyyz)， 
Nes 二 2 fs dV, F(z, 一 yz) = (zyyz)， 
| 
对 称 性 3 如果 空间 闭 区 域 Q 关于 yOz 面 对 称 , 设 2 二 {(z,y,z)|(zx,y,z) EQ0,7z 宇 0}， 
则 有 
0， (一 zyyz) 一 一 (zyyz)， 


re. y,z)dV 一 Hi ye)dV, (一 zyz) = f(r,y,2). 
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例 3.12 计算 下 列 三 重 积分 : 
(1) Dsiny 432 十 4)dV, 其 中 Q={(zx,y,z)|z? 十 y 十 xz: 二 9}; 


开赴 这 填 ] 
分 析 利用 三 重 积 分 的 线性 性 质 展开 ,然后 利用 积分 区 域 2 关于 坐标 平面 的 对 称 性 和 
被 积 函 数 关于 单个 变量 的 奇偶 性 化 简 . 
解 (1) 易 见 , 积 分 区 域 0 是 球形 区 域 , 它 分 别 关 于 坐标 面 >Ox 面 、yOx 面 对 称 , 被 积 函 
数 i(r,y,z) 二 zsiny 和 (zyyyz) 王 3zyz2 分 别 关 于 变量 y 和 之 为 奇 函 数 , 所 以 


Nassinyav = 0, zy:srav 一 0. 于 是 
a 6 


n 
~ -2 2 
(2) [ss 士 交 十 Dv, 其 中 Q={ (zx,y,2) zx 十 YY 才 1, 一 2<z<<2}. 
n 


Nesiny + 3y°#+ Dav [sav 4X SnxX3 144x. 


n n 
(2) 易 见 ,积分 区 域 2 是 圆柱 形 区 域 , 上 下 底 分 别 为 > 二 一 2 和 < 二 2, 它 关于 坐标 面 


区 2 2 
xOy 面 对 称 ,并 且 被 积 丽 数 /Cz ,ys) 一 2 G 一 尖 二 也 关 于 变量 = 是 奇 丽 数 ,所 以 
xln(z: 十 风 十 1) yy 
zz 十 十 1 = 


3.3.4 空间 直角 坐标 系 中 的 计算 方法 


由 3.2 节 知 道 ,在 直角 坐标 系 中 计算 二 重 积分 时 ,需要 将 其 化 为 分 别 对 z,y 的 累 次 积 
分 进行 计算 . 类似 地 ,三 重 积分 也 可 以 化 为 分 别 对 zx,y,z 的 累 次 积分 计算 . 然而 ,如 果 三 重 
积分 的 积分 区 域 的 几何 形状 过 于 复杂 ,三 重 积分 很 难 计算 . 本 节 将 基于 一 些 具有 特殊 形状 的 
积分 区 域 , 先 讨论 三 重 积分 在 空间 直角 坐标 系 中 的 计算 方法 . 

由 定义 3.2 可 知 , 式 (3.11) 右 端的 和 式 极限 K 如 果 存 在 , 则 该 极限 与 区 域 2 的 分 割 方 
式 无 关 , 且 与 小 闭 区 域 AVi;G 一 1,2,…,z2) 上 的 点 (和 ,5) 的 取 法 无 关 . 因此 ,在 直角 坐标 系 
中 ,如 果 用 平行 于 坐标 平面 的 三 组 平面 去 分 割 积 分 区 域 20, 除 去 包含 Q 的 边界 的 一 些 不 规则 
的 小 闭 区 域外 ,剩余 的 都 是 小 长 方 体 ,相应 的 体积 微 元 可 表示 为 dV 二 drdydx. 因此 ,三 重 积 


分 在 空间 直角 坐标 系 中 也 可 记 作 有 f(z,y,<)dzrdydz， 即 
n 


Dewy.wav = eee. darayds. 


下 面 讨论 将 三 重 积分 化 为 累 次 积分 的 方法 . 

在 空间 直角 坐标 系 中 ,计算 三 重 积 分 有 两 种 方法 ， 
即 投影 法 和 截面 法 . 在 计算 公式 推导 的 过 程 中 , 仍 以 空 
间 物 体 的 质量 为 研究 对 象 ,并 假设 FCz,y,z) 二 0. 

1. 投影 法 ( 先 一 后 二 法 ) 

(1) 长 方 体型 区 域 的 累 次 积分 2 

为 了 更 好 地 理解 计算 三 重 积分 的 投影 法 ,首先 考虑 ” 
一 种 简单 的 积分 区 域 类 型 , 即 长 方 体型 区 域 Q={(z,y， 图 3.22 
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z) |ai 志 za ,byZb; ,crc } ,如 图 3. 22 所 示 . 


易 见 ,空间 区 域 0 在 坐标 面 zxOy 面 上 的 投影 是 矩形 区 域 , 即 D={(zx,y)|a 寺 xz 信 a,， 
号 委 y 和 名 }. 由 图 可 见 ,D 中 的 面积 微 元 为 dzdy, 从 而 以 该 微 元 为 底 的 小 长 方 体 的 质量 为 


人 fxsysz ds ] drdy. 因此 ,整个 空间 物体 的 质量 为 
es -jl (| fy) dra 


上 式 表示 ; Er ydedydz 时 ， 先 计算 定 积分 | 7Cz'y'=)d=， 再 计算 一 次 


二 重 积分 ,从 而 得 到 了 三 : 重 积分 的 结果 ， 这 种 方法 是 先 将 积分 区 域 往 坐标 平面 上 投影 ,进而 
将 三 重 积分 化 为 二 重 积 分 , 即 先 对 = 求 定 积分 后 再 对 zx,y 求 二 重 积 分 , 称 之 为 投影 法 ,也 称 
先 一 后 二 法 . 
进一步 地 ,上 式 中 的 二 重 积分 还 可 以 简化 ,最 后 得 到 的 累 次 积分 为 
由 eyedardydz= | 广 (EE 


ws bo 全 
= 小 Ea a f(x,y,2)dz. (3. 12》 
若 将 积分 区 域 Q 先 往 yO 面 上 投影 ， 最 后 得 到 的 累 次 积分 为 
Desde = 上 dz 上 a f(r,y,z)dr. 


事实 上 , 当 积 分 区 域 是 长 方 体型 区 域 时 , 先 往 哪个 坐标 平面 上 投影 都 不 影响 最 后 的 结 
果 , 换 句 话说 ,在 计算 长 方 体型 积分 区 域 的 三 重 积分 时 ,可 选择 的 积分 次 序 有 很 多 种 . 


例 3.13 zy ?wdV, 其 中 0C= {Czy,z)10 委 z 委 3,0 委 >y 委 2,0 委 > 委 1)}. 


分 析 先 画 出 积分 区 域 ,由 于 积分 区 域 是 长 方 体型 区 域 .可 以 利用 投影 法 将 三 重 积分 化 
为 三 个 定 积分 . 
解 ”积分 区 域 2 的 图 形 如 图 3. 23 所 示 , 它 是 一 个 长 廊 体 于 区 拒 : 由 公式 (3. 12) 可 得 


1 


| 人 


< 


3 2 1 rr 
Dey:sav = | zdz| ydy | 2dz 一 河 
泡 0 0 0 2 |。 


(2) 一 般 区 域 的 累 次 积分 

与 二 重 积 分 的 累 次 积分 公式 的 推导 过 程 类 似 ,在 利用 投影 
法 计算 三 重 积 分 之 前 ,需要 先 对 积分 区 域 2 进行 分 类 . 

对 于 有 界 闭 区 域 0, 如 图 3. 24(a) 所 示 , 它 在 xOy 坐标 面 上 
的 投影 为 D。 , 若 平 行 于 < 轴 的 直线 穿 过 0Q 内 部 时 ,除了 相交 为 
线段 的 情形 (如 柱 形 等 区 域 ) 外 ,与 2 的 边界 曲面 S 最 多 有 两 个 图 3.23 
交点 , 称 这 种 区 域 为 xy 型 区 域 ,或 称 之 为 关于 > 轴 的 简单 
区 域 . 

类 似 地 ,可 以 定义 yz 型 区 域 和 zx 型 区 域 ,分 别 如 图 3. 24(b) 和 3. 24(c) 所 示 . 

下 面 以 zy 型 区 域 为 例 ,给 出 三 重 积 分 化 为 累 次 积分 的 过 程 ,其 他 两 种 类 型 的 区 域 建议 
读者 自行 推演 . 


第 3 章 重 积分 

如 图 3.24(a) 所 示 , 以 D;, 的 边界 曲线 为 准 线 作 母线 平行 于 x 轴 的 柱 面 ,这 个 柱 面 与 曲 
面 S 的 交 线 把 S 分 出 上 、 下 两 个 部 分 ,它们 的 方程 分 别 为 

Sli: z= zzy), Ss: z= z(x,y). 
其 中 z(x,y) 与 z(x,y) 都 在 D,, 上 连续 , 目 z(x,y) 二 zs(z,y). 设 P(z,y) 是 D,, 内 部 任 一 
点 ,过 点 卫 作 平 行 于 x 轴 的 直线 ,该 直线 通过 曲面 S, 穿 人 0, 通 过 曲面 S; 穿 出 2, 穿 人 点 与 
穿 出 点 的 竖 坐 标 分 别 为 mm (zy) 与 xx: (zx,y) ,于 是 积分 区 域 9 可 以 表示 为 
N= {952) | G(sy) ZE (Ty) (zy) ED}. 


2=z2(x, y) 


图 3.24 
先 将 变量 z,y 看 作 常 数 ,把 f(x,y,z) 看 作 = 的 函数 ,在 区 间 [= (x,y),zs(z,y)]J 上 对 < 积 
分 ,积分 结果 是 x,y 的 函数 , 记 作 F(z,y), 即 F(z,y) 一 [> jesyade, 然后 计算 


F(z,y) 在 闭 区 域 D,, 上 的 二 重 积 分 [ecwardy 一 [ES read 所 以 有 
pw P。 和 


zo (Ty) 
fry drdyd = IE (zyyz)dz. (3.13) 
; 2 zl Cry 


如 果 二 重 积分 的 积分 区 域 D。 可 以 表示 为 
D。 一 {(zy) | yz) 和 过 >? 委 mm(z)a 和 zs 和 0 ， 
则 积分 区 域 2 可 进一步 表示 为 
有 一 {(zyoz) | ma(zy) 委 z 委 zi(zy) (zz) 委 7 委 y(Cz)a 和 zz 委 从 (3.14) 
于 是 , 式 (3. 13) 还 可 进一步 化 为 累 次 积分 , 即 三 重 积分 的 计算 公式 为 


3.3 三重 积 分 的 概念 及 计算 
Concepts and calculation of triple integrals 7 


2 (I) EE 
re ysz)dzrdydz 一 | ded » fbrys 0) de. (3.15) 


这 样 就 将 三 重 积分 化 成 了 先 对 x, 再 对 y, 最 后 对 工 的 最 次 积分 
类 似 地 ,对 于 yx 型 区 域 和 zz 型 区 域 ,如 图 3.24(b) 和 图 3. 24(c) 所 示 ,也 可 化 为 累 次 积 
分 的 形式 : 


ay) Ca) 5 
由 ea -|[ dd dz | f(x,y,z) dr. 《3.19) 


a1 (3) T1912) 


(xz) 
Ness ardyd = | dz ， “dc 六 ,fz ys2) dy. (3,15)” 
由 . a ys 


例 3.14 将 三 重 积 分 1 一 | rczsy,=)dy 化 为 时 次 积分 ,其 中 积分 区 域 9 为 由 曲面 


二 x 十 2y? 及 z= 二 8 一 zx? 围 成 的 闭 区 域 . 

分 析 注意 到 ,x 二 xz? 十 2y* 是 开口 向 上 的 椭圆 抛物 面 ,x 二 
8 一 x? 是 开口 向 下 母线 平行 于 > 轴 的 抛物 柱 面 :它们 的 交 线 是 圆 
Zz 十 y 三 4. 根据 积分 区 域 的 特点 可 知 ,该 区 域 是 zy 型 区 域 ,如 
图 3. 25 所 示 ,利用 公式 (3. 15) 的 推导 过 程 ,将 积分 区 域 Q 表示 为 
式 (3. 14) 的 形式 ,再 利用 公式 (3. 15) 将 三 重 积 分 化 为 累 次 积分 . 

解 由 于 两 曲面 =x 十 2y* 及 z= 二 8 一 xz? 的 交 线 为 贺 
Zz 十 y= 二 4， pe 坐标 面 上 的 投影 为 圆 域 D。 一 {Cz,y)| 
Zz 十 二 4}. 进一步 地 ,D;, 显 然 是 X 型 区 域 , 即 

D。 = {((z,y) |— V4—zx Sy Vt- ,m2<zr<2). 

对 D;, 内 部 任意 一 点 (zx,y) ,用 平行 于 x 轴 的 直线 进行 穿越 ,有 zx? 十 2y* 三 x 达 8 一 x, 所 以 
QO={(zy2) |r +2 SzE8—z,— Vr Sy Vr,—2<zr<2). 
因此 有 


图 3.25 


P dady| fle, 尊王 三 人 x of ,fCz1ys2) dz. 
例 3.15 计算 下 列 三 重 积分 : 
(1) jiydV, 其 中 0 为 三 个 坐标 面 及 平面 z 十 y 十 x 二 1 围 成 的 闭 区 域 ; 

人 


(2) jiysin(z 十 z)dV 其 中 0 是 由 平面 > 一 0,= 一 0,z 二 = 一 于 及 抛物 柱 面 y 二 Vz 围 成 的 
n 

分 析 先 根 据 已 知 条 件 画 出 积分 区 域 的 图 形 , 写 出 积分 区 域 的 表示 形式 (3. 14) ,利用 投 
影 法 将 三 重 积分 化 为 累 次 积分 , 青 进 行 计算 . 

解 (1) 如 图 3. 26(a) 所 示 , 将 区 域 4 向 zOy 坐标 面 投影 ,得 三 角形 投影 闭 区 域 
D;,, = 二 {(z,y)10 二 zx 志 1,0 志 y 志 1 一 +}. 在 DD 内 部 任 取 一 点 (zx,y), 过 此 点 作 平行 于 = 轴 的 直 
线 , 该 直线 由 平面 =0 穿 人 ,由 平面 z==1 一 x 一 y 穿 出 ,因此 有 0 二 < 三 1 一 x 一 y. 于 是 积分 区 
域 9 可 表示 为 

0 三 {(zryyyz) | 0 zl1—zr— 0RySl1—zr,0<zre1). 
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故 


-ey 1 1 ry 
Nyav= lyazas | dz 一 | dz| ydy | dz 
内 0 0 0 0 


a 


Li 3 1 
= [az| 4 | (1 一 z)adz 
生 


图 3.26 


(2) 积分 区 域 2 的 图 形 如 图 3. 26(b) 所 示 , 它 既 可 以 向 zxOy 坐标 面 上 投影 ,也 可 向 zOzx 
坐标 面 上 投影 . 下 面 分 两 种 方法 进行 计算 . 
法 一 ” 若 采 用 先 对 x 积分 ,可 将 区 域 Q 投影 到 zOy 面 上 , 记 投 影 区 域 为 D,, , 且 可 表示 


汰 天 ={» lI0<z<¥,0<y<Ya}. 过 D。 内 任意 一 点 作 平行 于 > 轴 的 直线 ,该 直线 由 


平面 >=0 穿 人 ,由 平面 5 穿 出 ,因此 有 0<=< 卫 一 于 是 积分 区 域 2 可 以 表示 为 


D 一 {ey 1o<=< 王 -rz0<y<W 人 oO<z<s3| 


故 


a 于 PE [有 

ysin(Z 十 zx)dV 一 Naa ysin(z 二 x)dz 一 fae) dy I ysin(z z)dz 
Y 0 0 0 0 
n 了 


= [az | yeoszdy = 1 fzcosrdr = 地 (x 一 2). 

法 二 ” 若 采 用 先 对 y 积分 ,可 将 区 域 Q 投影 到 zOx 坐标 面 上 . 记 投 影 区 域 为 D,,, 且 可 
表示 为 D- 二 {3 I0<z<3 -x+,0<r<3). 过 D- 内 任意 一 点 作 平行 于 > 轴 的 直线 ,该 
直线 由 平面 y==0 穿 人 ,由 平面 y 一 Vz 穿 出 ,因此 有 0 三 y 二 Vz. 于 是 积分 区 域 2 可 以 表示 为 

人 = {2 | 0o<y< <=<3-z0<zrs3| 
故 


I Vr 各 至 Vr 
ysinc + wav= [azas| ysin( 工 十 zx)dy -| dz| dz | ysin( 工 十 zx)dy 
0 0 0 
n D_ 


Em ar | zsinCz 十 z)dz 一 1 | zeoszdz 一 A —2). 
2 Jo 0 2 Jo 4 
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由 例 3. 14 和 例 3. 15 可 见 , 在 利用 投影 法 计算 三 重 积分 时 ,首先 要 根据 积分 区 域 的 类 型 
选择 向 哪个 坐标 平面 投影 ; 若 可 选 的 投影 方向 不 止 一 个 ,可 以 根据 被 积 函 数 的 特点 选择 投 
影 方向 ; 最 后 再 将 三 重 积 分 化 为 累 次 积分 . 

2. 截面 法 ( 先 二 后 一 ) 

在 计算 三 重 积分 时 ,有 时 也 可 以 将 三 重 积分 化 为 先 计算 一 个 二 重 积分 ,再 计算 一 个 定 积 
分 ,这 种 方法 称 为 先 二 后 一 ,或 称 为 截面 法 . 具体 推导 过 程 如 下 . 

设立 体 0 介 于 两 平面 z==c,zx 二 d(c 二 d) 之 间 , 过 点 (0,0,z)(zE[c,d]) 作 垂直 于 x 轴 的 
平面 与 立体 Q 相 截 得 一 截面 D. ,如 图 3.27 所 示 , 于 是 区 域 2 可 表示 为 

0=((zyz) | (z3y) E Dyec zd)}. 


如 果 对 于 任意 固定 的 =E [csd], 二 重 积分 | rczy,z)do 容易 


计算 , 则 可 以 先 对 其 积分 ,再 对 = 积分 
由 eyeav = | (ees,sa)a, (3.16) 
6 Np 


或 记 作 


d 
jwow dream (3. 17) 


下 面 结合 例题 说 明 这 种 方法 的 有 效 性 . 
例 3.16 计算 用 zdV, 其 中 骆 是 由 酉 球体 芋 十 点 十 入 1 的 上 半 部 分 用 成 的 闭 区 域 


n 
分 析 易 见 ,被 积 函 数 中 只 含有 变量 >; 另 一 方面 , 如 
图 3. 28 所 示 ,用 垂直 于 = 轴 的 平面 横 截 积分 区 域 2 时 , 截 得 的 区 
域 是 椭圆 形 的 ,而 椭圆 的 面积 是 容易 求 得 的 . 因此 可 以 使 用 截面 法 
计算 该 三 重 积 
解 ”积分 区 域 2 的 图 形 如 图 3. 28 所 示 , 它 在 x 轴 上 的 投影 区 
间 为 [0,cj, 在 此 区 间 内 任 取 =, 作 垂直 于 > 轴 的 平面 , 截 Q 得 一 椭 


圆 截 面 ,区 域 D. 为 一 十 一 站- 过 1, 于 是 积分 区 域 0 
(1 各 (1 所 
c C 
可 表示 为 QD={(zx,y,z) | (xz,y)ED.,0 过 zc}. 用“ 先 二 后 一 ”法 得 


lw (Val). /esa) 


a 


一 | 人 二 j= 1 abc2 . 
其 中 ,xab 1 一 每 ) 是 类 加 形 夫 面 D. 的 面积 . 
例 3.17 分 别 用 投影 法 和 截面 法 计算 积分 =dV 其 中 2 为 三 个 坐标 面 及 平面 十 2y 十 


x 一 1 所 围 成 的 闭 区 域 . 
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分 析 ” 先 画 出 积分 区 域 ,如 图 3. 29 所 示 , 再 根据 两 种 方法 的 不 
同 特点 进行 计算 .用 投影 法 计算 时 ,由 于 被 积 函数 中 只 含有 变量 =， 
为 了 最 后 关于 = 积分 ,可 以 将 积分 区 域 先 向 zxOy 坐标 面 投影 ,进而 
将 积分 区 域 用 不 等 式 表示 出 来 ; 在 用 截面 法 计算 时 ,截面 是 三 角形 ， 
被 积 函 数 中 只 含有 变量 =, 因 此 可 以 使 用 垂直 于 = 轴 的 平面 模 截 积 
分 区 域 . 

解 ”投影 法 ( 先 一 后 二 ) ” 易 见 积分 区 域 2 是 zy 型 区 域 ,将 积 
分 区 域 向 xOy 面 投影 , 得 三 角形 投影 闭 区 域 D = 


{wD10<y< 二 ,0<z<1}. 过 Ds 内 任意 一 点 作 平行 于 < 轴 的 


直线 ,该 直线 由 平面 >=0 穿 人 ,由 平面 z==1 一 x 一 2y 穿 出 ,因此 有 0 二 二 1 一 + 一 2y. 于 是 积 
分 区 域 2 可 以 表示 为 
1 


0 = {e lo<=<1-z-20<y< 0<z<]|. 


ev= ua | de 一 | dz rE dy 下 zdz 
n D 
1 [Fz 2y) 1 
= 上 | 5 dy 48" 
截面 法 ( 先 二 后 一 ) 易 见 ,积分 区 域 2 在 x 轴 上 的 投影 为 [0,1], 在 此 区 间 内 任 取 =, 作 
垂直 于 < 轴 的 平面 得 到 0 三 < 二 1, 对 于 固定 的 <, 截取 的 三 角形 在 xOz 面 上 的 边 长 为 x 二 1 一 


z, 在 yO= 面 上 的 边 长 为 y 一 1 了 ,三 角形 的 面积 为 全 二 汪 ~. 于 是 由 截面 法 得 


J = alas 一 [中 Qe = 态 


由 例 3. 16 和 例 3. 17 可 见 ,在 计算 三 重 积分 时 ,选用 投影 法 ( 先 一 后 二 ) ,还 是 截面 法 ( 先 
二 后 一 ) 要 视 具 体 情况 而 定 . 一 般 地 ,如 果 用 平面 “= 一 常数 "去 截 积分 区 域 2 得 到 的 平面 区 


域 D。 比较 简单 ,并 且 二 重 积分 f(z,y,z)dzdy 比较 容易 计算 ,可 以 选用 * 先 二 后 一 "的 方 
D。 


法 进行 计算 . 
3.3.5 柱 坐标 系 中 的 计算 方法 


为 了 给 出 三 重 积分 在 柱 坐 标 系 中 的 计算 公式 ,需要 先 引进 柱 坐 标的 概念 . 

简单 地 说 , 柱 坐 标 系 就 是 在 极 坐标 系 的 基础 上 ,再 添加 = 轴 方 向 的 坐标 所 得 的 空间 坐标 
系 . 为 了 建立 柱 坐标 系 与 空间 直角 坐标 系 之 间 的 对 应 关系 , 令 极 点 与 原点 OQ 重合, 极 轴 与 x 
轴 重 合 ( 方 向 一 致 ) ,两 个 坐标 系 的 x 轴 保 持 一 致 ,这 样 建立 的 空间 坐标 系 称 为 空间 柱 坐标 
系 . 下 面 给 出 两 个 坐标 系 中 点 的 对 应 关系 . 如 图 3. 30(a) 所 示 , 设 M(Cz,y'z) 为 空间 直角 坐标 
系 中 的 一 点 ,点 M 在 zOy 坐标 面 上 的 投影 P 的 极 坐 标 为 (~,0) , 则 数组 (r,9,z) 称 为 点 M 的 
柱 坐 标 , 这 里 点 ~ 表示 点 M 到 > 轴 的 距离 .9 表示 zOy 坐标 面 上 zx 轴 的 正 向 按 道 时 针 转 到 
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OF 的 夹 角 ,x 表示 点 M 的 竖 坐标 . 因此 ,空间 点 M 的 直角 坐标 (xz,y,z) 与 柱 面 坐标 (7,0,<) 
之 间 有 如 下 关系 : 
X=rcosb, y=rsing, z= zx, 
其 中 ,0<r< 十 ,0<0<2x, 一 oo<z<< 十 0. 注意 到 , 柱 坐 标 系 中 ,点 (mo ,0 ,zo) 由 如 下 三 个 
曲面 确定 : 
7r 一 mo 表示 以 = 轴 为 中 心 轴 , 底 面 半径 为 m 的 圆柱 面 ; 
9 二 表示 从 = 轴 出 发 , 且 与 z 轴 正 向 的 夹 角 为 0。 的 半 平 面 ; 
< 一 xo 表示 过 < 轴 上 的 点 (0,0,zo), 且 与 x 轴 垂 直 的 平面 . 


3.30 


下 面 讨论 在 柱 坐标 系 下 三 重 积 分 由 reeswaav 的 计算 方法 .事实 上 ,只 需 将 被 积 函 数 


n 

Frzyyyz) 中 的 zy,z 替换 成 ,0,z, 并 把 体积 微 元 dV 用 dr,d9,dz 表示 即 可 . 

现 用 柱 坐 标 系 中 的 三 族 曲面 分 割 空间 积分 区 域 2 ,分 别 是 : 一 族 “r 一 常数 "的 同 轴 圆 柱 
面 、 一 族 “ 过 = 轴 ,0 王 常数 ”的 半 平 面 及 一 族 “* 一 常数 ”的 平面 . 这 三 族 曲面 将 0 分割 成 n 个 
小 区 域 ,所 得 微 元 记 作 dV . 它 也 表示 该 小 闭 区 域 的 体积 . 如 图 3. 30(b) 所 示 ,dV 是 由 同 轴 圆 
柱 面 > 与 7 十 dr、 半 平面 9 与 9 十 d9 及 平行 于 < 轴 的 平面 > 与 = 十 dx 围 成 的 小 闭 区 域 . 注意 
到 ,小 闭 区 域 的 体积 dV 可 近似 看 成 以 dr,rd9.dz 为 长 、 宽 .高 的 小 长 方 体 , 因 此 其 体积 可 以 
近似 表示 为 dr (rdg) dx = rdrdgdz. 于 是 积分 区 域 2 中 的 体积 微 元 dV 可 以 表示 为 
dV 一 rdrdbd>. 

利用 直角 坐标 (z,y,z) 与 柱 面 坐标 (r,0.=) 之 间 的 关系 式 , 可 以 得 到 柱 坐 标 系 下 的 三 重 
积分 的 表示 


Ness.wav = | fCreos9,rsing, <)rdrdods. (3.18) 
n n 


式 (3.18) 给 出 了 柱 坐 标 系 下 三 重 积分 的 表示 形式 ,在 
具体 计算 时 ,还 需要 将 其 化 为 累 次 积分 ,因此 需要 将 积分 
区 域 9 用 柱 坐标 进行 描述 . 

对 于 有 界 闭 区 域 2, 假 设 它 是 空间 直角 坐标 系 中 的 zy 
型 区 域 , 它 在 zOy 坐标 面 上 的 投影 为 D。 ,如 图 3. 31 所 示 . 
以 D;, 的 边界 曲线 为 准 线 作 母线 平行 于 轴 的 柱 面 ,这 个 
柱 面 与 曲面 S 的 交 线 把 S 分 出 下 、 上 两 个 部 分 ,它们 的 方 
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程 分 别 为 S1 : = 一 (zy),S:: zx 二 zz (zx,y), 其 中 zi (zx,y) 与 xz; (zx,y) 都 在 D,, 上 连续 , 且 
zi1(X,y) 志 zz (zy). 于 是 积分 区 域 2 可 以 表示 为 2={(z,y,z)|z(zy) 委 > 委 (zy)， 
(zy)ED}. 进 一 步 地 , 若 区 域 D,, 的 极 坐 标 表 示 形 式 为 Dw 二 {(r,90) |r (9) 三 r 过 rs (90)， 
a 二 9B) , 则 积分 区 域 2 的 柱 坐 标 表 示 形 式 为 

Q= {(r,0,z) | zi(rcosO,rsing) < z < zrcosb,rsing) ,ri1(0) SrAr(0) ,a 0<B). 


(3.19) 
于 是 , 柱 坐 标 系 下 三 重 积 分 的 累 次 积分 公式 为 
1 ra (0) zo (rcosg,rsing) 
由 rereese .rsine,=rdrdodz 一 | do| rar| frcosO,rsing,z)dz. (3.20) 
由 a nt a (reosgvrsing) 


从 公式 (3. 20) 的 推导 过 程 可 以 看 出 , 若 积分 区 域 Q 满足 两 个 条 件 , 选 用 柱 坐 标 方法 计 
算 三 重 积 分 会 较为 简便 ,它们 是 : D 从 几何 直观 上 讲 ,首选 的 积分 区 域 是 空间 直角 坐标 系 中 
的 zy 型 区 域 ,或 是 通过 简单 分 割 将 2 分 割 成 几 个 zy 型 的 区 域 ; 四 投影 区 域 D。 为 圆 形 、 扇 
形 或 圆 环 形 等 区 域 ,它们 用 极 坐标 变量 r.9 表示 较为 方便 ,或 被 积 函数 中 含有 区 十 y* 的 
因子 . 

选用 柱 坐 标 方法 计算 三 重 积分 的 基本 步骤 是 : 先 将 积分 区 域 表 示 为 (3. 19) 的 形式 ; 然 
后 利用 式 (3. 20) 将 三 重 积分 化 为 柱 坐标 系 下 的 累 次 积分 ; 最 后 进行 计算 . 

例 3.18 计算 下 列 三 重 积 分 : 


G) 站 V 研 于 Yady, 其 中 加 由 圆柱 面 xz 十 六 一 1 ,平面 = 一 0 和 > 一 2 玮 成; 
n 


(2) Ne 十 ydV，, 其 中 Q 由 曲面 z= V4 一 x? 一 y 与 曲面 xz? 十 y= 二 3z 围 成 . 


n 
分 析 根据 积分 区 域 和 被 积 函 数 的 特点 ,选用 柱 坐 标 方法 计算 . 
解 (1) 积分 区 域 2 的 图 形 如 图 3. 32(a) 所 示 . 将 8 投影 到 zOy 坐标 面 上 ,投影 区 域 
D;, 的 极 坐标 表示 形式 为 {(r,9)10 志 r 过 1,0 志 9<2x} ,过 D;, 内 任意 一 点 (r,0) 作 平行 于 x 轴 
的 直线 ,得 到 2 内 的 点 的 关于 x 的 坐标 满足 0 二 x2. 因此 ,2 可 表示 为 
0Q={(r,0,z) | 0<z<2,0<r<1,0<0< 2r}. 
于 是 
| varsav = ar = | ef ar a =2rx4x2= 算 
n n 
(2) 积分 区 域 2 的 图 形 如 图 3. 32(b) 所 示 . 将 0 投影 到 zOy 坐标 面 上 ,投影 区 域 D,, 的 
极 坐标 表示 形式 为 D, 一 {(r,0)10 过 +r<V3 ,0 二 9<2x} ,过 Dy 内 任意 一 点 (r,9) 作 平行 于 > 


轴 的 直线 ,得 到 0 内 的 点 的 关于 < 的 坐标 满足 二 =< V4 一 产 . 因此 ,9 可 表示 为 
0= {00 15<< VEr 0O<rsw0<0<zr| 
于 是 


Vr 
| 二 zdz 


2 V3 

由 ce 十 y)dV= | dg| “ir 
o o 

a 


ep | 开 27 
[ do 了 "(4 并 9 jr 8™ 
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3.32 


3.3.6 球 坐标 系 中 的 计算 方法 


在 计算 三 重 积分 时 ,经 常会 遇 到 积分 区 域 的 整个 或 部 分 形状 与 球 的 形状 有 关 , 并 且 被 积 
函数 中 含有 过 十 y? 十 x? 的 因子 . 受 计算 三 重 积 分 的 柱 坐标 方法 的 启发 ,具有 前 述 特征 的 三 
重 积分 也 应 该 可 以 在 球 坐 标 系 中 进行 计算 . 为 此 ,首先 引入 球 坐 标 系 . 

在 空间 直角 坐标 系 中 ,如 图 3. 33(Ca) 所 示 , 设 点 M 的 坐标 为 M(xz,y,x), 有 向 线段 OM 的 
长 度 为 p,q 为 OM 与 = 轴 正 向 的 夹 角 . 又 设 P 为 点 M 在 xOy 坐标 面 上 的 投影 ,0 为 zOy 面 
上 zx 轴 的 正 向 按 逆 时 针 转 到 OP 的 夹 角 , 那 么 M 的 位 置 也 可 用 o,p,0 这 三 个 有 序数 确定 , 称 
(po,92,0) 为 点 M 的 球 坐标 ,相应 的 坐标 系 称 为 球 坐 标 系 . 显然 ,点 M 的 直角 坐标 与 球 坐标 之 
间 有 如 下 的 关系 : 

X= psingcosb, y= psingsing, z= 0cosp， 
其 中 ,po,g,9 的 变化 范围 规定 为 0 志 p 二 十 >,0 过 gqg 过 x,0 志 02x. 在 球 坐 标 系 中 点 (po ,po ,0 ) 
由 如 下 三 个 曲面 确定 : 

[二 po 表示 以 原点 为 球 心 ,半径 为 po 的 球面 ; 

9 三 qo 表示 以 = 轴 为 中 心 轴 、 顶 点 为 原点 、 从 原点 出 发 的 母线 与 > 轴 的 正 向 的 夹 角 为 wo 
的 半圆 锥 面 ; 

9 二 表示 从 = 轴 出 发 , 且 与 工 轴 正 向 的 夹 角 为 9。 的 半 平 面 . 


图 3.33 


下 面 讨论 在 球 坐 标 系 下 三 重 积分 由 eyeav 的 计算 方法 . 在 计算 过 程 中 需 将 被 积 
函数 f(z,y,z) 中 的 xz,y,z 替换 成 p,p.0, 并 将 体积 微 元 dV 用 do,dp,d0 表示 . 
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现 用 三 族 球 坐标 曲面 “po 二 常数 ,gq 二 常数 ,0 二 常数 ”分 割 积分 区 域 0, 将 其 分 割 成 若干 小 
闭 区 域 . 考虑 由 o,p,b 的 各 取得 微小 增 量 do,dp,d9 所 成 的 六 面体 的 体积 ,如 图 3. 33(b) 所 
示 . 车 忽略 高 阶 无 穷 小 ,可 将 这 个 六 面体 近似 看 作 长 方 体 ,其 经 线 方向 的 长 为 odp, 纬 线 方向 
的 宽 为 psingd9, 径 向 方向 的 高 为 do, 于 是 得 到 球 坐标 系 中 的 体积 微 元 为 dtV 一 osinpdodpd0. 
因此 ,在 球面 坐标 系 下 的 三 重 积分 公式 为 


re ,yyz)dV = i cosingeos0, psingsing, pcosg)p sinpdodpd0. 3.21》 
a n 


由 式 (3.21) 可 见 , 三 重 积 分 的 球 坐标 表示 需要 两 个 步骤 : 一 是 在 被 积 函 数 中 ,把 变量 
zy 分 别 用 psinpcosg,osinpsing,pocosp 替换 ; 二 是 把 体积 微 元 dV 换 为 psinpdodpd0. 

计算 球 坐 标 系 下 的 三 重 积分 同样 需要 将 其 化 为 对 积分 变量 p,q,9 的 累 次 积分 . 通常 选 
用 的 积分 次 序 是 : 先 对 p、 再 对 q、 最 后 对 9. 为 了 确定 积分 的 上 下 限 , 先 把 积分 区 域 Q 的 边界 
曲面 方程 化 为 球 坐标 形式 ,再 根据 区 域 边界 确定 p,gp,9 在 Q 中 的 变化 范围 . 由 于 问题 不 具有 
普 适 性 ,具体 问题 要 具体 分 析 ,参见 下 面 的 例题 . 

例 3.19 计算 下 列 三 重 积分 : 


Cy = 用 (二 十 =)dvV, 其 中 0 一 {(zyz) | 妇 十 内 十 到 和 4z 人 0); 
a 
(2) ji dy 其 中 0 是 由 曲面 < 一 a 十 VI 一 z7 一 YY (a 之 0) 与 曲面 < 一 
3 z 


Vz 十 yy 围 成 的 闭 区 域 . 

分 析 根据 被 积 函数 和 积分 区 域 的 特征 ,利用 球 坐 标 方法 计算 较为 方便 .需要 先 将 积分 
区 域 表示 为 球 坐 标 形 式 , 进 而 确定 p,g,0 的 积分 限 , 然 后 将 其 化 为 累 次 积分 ,最 后 计算 . 

解 (1) 积分 区 域 Q 的 图 形 如 图 3. 34(a) 所 示 . 易 见 , 积 分 区 域 2 为 半径 小 于 等 于 2 的 
上 半球 形 区 域 . 于 是 积分 区 域 的 球 坐标 形式 为 


0 = { er Io<pe<2,0<¢p<30<0< zr}. 


故 
I= je 十 史 十 z)dyV 一 [ee sinpdodbdg 
6 
-JuanJow- 学 
(2) 积分 区 域 2 的 图 形 如 图 3. 34(b) 所 示 . 在 球 坐标 系 中 ,积分 区 域 Q 的 表示 形式 为 
0 一 {00'9) 10<p<2acosp'0 < p<T,0<0< ?|- 
故 所 求 体积 


1 有 
V 引 守 芝 六 定妆 dV IW ozsinpdodbdp 


n 


2x 时 . 2acosp ;2 : 
一 | ao| singdg | do = 2x| 2asinpcospdyp = ra. 
0 0 o 
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Dy: PH Er 


(a) (b) 


1. 计算 三 重 积分 的 基本 步骤 是 什么 ? 

2. 在 空间 直角 坐标 系 中 计算 三 重 积分 时 ,如 何 选择 积分 顺序 ,依据 是 什么 ? 

3. 当 被 积 函 数 和 积分 区 域 具有 什么 特点 时 ,选择 用 柱 坐 标 方法 或 球 坐 标 方法 计算 三 重 
积分 ? 


1. 对 于 给 定 的 积分 区 域 ,分 别 将 | /zyvz)dV 化 为 果 次 积分 : 
n 


(1) 由 三 个 坐标 面 及 平面 zx 十 y 十 x 一 1 围 成 的 闭 区 域 ; 

(2) 由 曲面 < 二 xXx? 十 y*，y 二 Xx? 与 平面 > 一 1,z 一 0 围 成 的 闭 区 域 . 

2. 利用 投影 法 ( 先 一 后 二 ) 方 法 计算 三 重 积分 ， 

(1) jjzxdV, 其 中 加 是 由 平面 zx 一 0,y 一 0,z 一 0 及 Zz 十 y 十 z 王 1 围 成 的 闭 区 域 ; 

n 

(2) jx?y*zdV，, 其 中 Q={(zx,y,z)10 寺 x 二 1,0y<2,0 过 zx 人 3}. 
na 

3. 利用 截面 法 ( 先 二 后 一 ) 方 法 计算 三 重 积分 : 


(1) jjexdV, 其 中 QQ 是 由 x? 一 yy 十 x? 二 1,y 二 0,y 二 4 围 成 的 闭 区 域 ，; 


a 
(2) jzdV, 其 中 QQ 是 由 曲面 z= 二 zx? 十 y? ,zx 二 2 围 成 的 闭 区 域 . 
a 


2 EE 
4 将 1 二 | dr] rdy| ”PCV 本 十 闪 二 可 )de 分 别 表示 成 柱 坐 标 系 下 和 球 
华 标 系 下 的 黑 次 积分 . 
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5. 利用 柱 坐 标 计算 三 重 积分 : 


dV, 其 中 加 是 由 曲面 z? 十 y* 二 1 与 平面 > 一 0,z 一 2 围 成 的 闭 区 域 ; 


(1) || eats 
‘a 


(2) 用 Cary 十 z)dV, 其 中 为 抛物 面 < 二 x 十 y 与 图 柱 面 十 六 一 4 及 坐标 面 在 第 


一 卦 限 围 成 的 闭 区 域 . 
6. 利用 球 坐 标 计 算 三 重 积分 ， 


(DD) 川 (z 十 xz)dV ,其 中 是 由 曲面 x 二 Vz 十 y ,zx 二 V1 一 x 一 y* 转 成 的 闭 区 域 ， 


(2) ji (zx? 十 十 z*)dV，, 其 中 0 是 不 等 式 4 过 x* 十 六 十 z* 二 9(z 之 0) 转 成 的 闭 区 域 . 


xa) 
1. 将 三 重 积 分 由 eyeav 化 为 直角 坐标 系 下 的 累 次 积分 ,积分 区 域 2 分 别 为 : 
n 


(1) 由 曲面 < 二 zx? 十 y* ,zx 二 2 围 成 的 闭 区 域 ; 
(2) 由 曲面 z= 二 zx? 十 2y? 及 z= 二 2 一 zx? 围 成 的 闭 区 域 . 


2 Vi 0 
2. 将 1 二 dr] dy (< 二 yds 分 别 化 成 柱 从 标 系 及 球 坐 标 系 下 的 时 
次 积分 ,并 任 选 一 种 计算 其 值 . 
3. 选择 适当 的 坐标 系 计算 三 重 积分 ， 
(1) jidV, 其 中 加 为 由 坐标 面 < 王 0 和 柱 面 |z| 十 |y|==1 以 及 抛物 面 < 一 z2 十 % 十 1 围 
a 


成 的 闭 区 域 ; 
(2) 川 zzdV， 其 中 加 一 {Czyyyz)| 袜 十 吧 十 天 2z}5 


C3) tody, 其 中 加 是 由 抛物 面 一 z2 十 y% ,平面 一 1 和 x 一 2 围 成 的 闭 区 域 ; 


(4) | 川 (3z 十 2y 十 z)dV, 其 中 0 是 由 平面 2 二 hh 及 曲面 zx? 十 y* 二 xz?*(h 记 0) 转 成 的 闭 
区 域 ; 
(5) 由 zzy 十 5z)dy 其 中 加 为 zz 十 交 十 zz<az(a>>0) 转 成 的 闭 区 域 ; 


3 SEE 


(6) 上 Vz 十 ydV, 其 中 Q 是 由 曲面 < 二 Xx? 十 y? 与 平面 < 二 4 围 成 的 闭 区 域 ; 


(7) ljlzdV，, 其 中 加 是 由 曲面 > 一 V2 一 x 一 y* 与 x 十 y 二 zx 围 成 的 闭 区 域 ; 


(8) V1 一 zx 一 一 之 dV ,其 中 2 是 由 不 等 式 zx? 十 y 十 z* 二 1,z 之 Vz 十 y 转 成 的 
a 


闭 区 域 ; 
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?一 2z， 
9 用 G+ +av, 基 中 是 由 由 生生 s 绕 = 轴 旋 转 一 周 而 成 的 曲面 与 平面 
n 本 
x 一 4 围 成 的 闭 区 域 . 
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Applications of multiple integrals 


本 节 将 定 积分 应 用 中 微 元 法 的 思想 推广 到 重 积分 ,主要 讨论 重 积分 在 几何 与 物理 中 的 
一 些 应 用 ,如 空间 立体 的 体积 ,曲面 的 面积 ,物体 的 质心 ,转动 惯量 ,质点 与 物体 的 引力 等 . 


3.4.1 空间 立体 的 体积 


根据 二 重 积 分 的 几何 解释 ,以 曲 项 柱 体 的 项 的 曲面 方程 为 被 积 函 数 ,以 其 底 为 积分 区 域 
所 计算 出 的 二 重 积分 值 即 为 曲 顶 柱 体 的 体积 . 

例 3.20 求 两 个 底 圆 半径 都 等 于 R 的 直 交 圆 柱 面 围 成 的 立体 的 体积 . 

分 析 利用 立体 关于 坐标 平面 的 对 称 性 ,该 立体 在 八 个 卦 限 的 体积 相等 ,因此 只 要 算出 
它 在 第 一 卦 限 部 分 的 体积 Vi 即 可 . 

解 ” 设 两 圆柱 面 分 别 为 zx? 十 y= 二 R? 及 坟 十 z? 二 R? ,如 图 3.35(a) 所 示 . 易 见 ,所 求 立 体 
在 第 一 卦 限 部 分 可 以 看 成 是 一 个 曲 顶 柱 体 , 它 的 底 如 图 3. 35(b) 所 示 , 区 域 可 以 表示 为 

D= {(z,y) |10<y< VR -7 ,0<zr<R}. 


3.35 
它 的 项 是 柱 面 *= VR? 一 x ,于 是 
v=] ee) /ees)a = Rr ) a 
了 


x 2 
= | (R’* —z’)dzr = oR’. 
0 本 


故 所 求 体积 为 V=8V 一 1 


例 3.21 求 球体 z 十 y 十 xz? 三 4a? 被 圆柱 面 zx? 十 y= 二 2az(a 记 0) 截 得 的 ( 含 在 圆柱 面 
内 的 部 分 ) 立 体 的 体积 . 

分 析 利用 二 重 积 分 的 几何 意义 ,所 求 的 立体 体积 可 以 用 二 重 积 分 计算 . 

解 第 一 卦 限 中 截 得 的 立体 如 图 3. 36(a) 所 示 , 由 对 称 性 ,有 
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= all V4@ 一 好 一 多 dc 
站 


其 中 也 为 半圆 周 y>== V2axr 一 x* 及 工 轴 围 成 的 闭 区 域 .在 极 坐 标 系 中 ,如 图 3.36(b) 所 示 , 积 
分 区 域 为 D={ (x,0)10 过 9 和 <x/2,0 志 7r 过 2acos0}, 则 有 


本 2acosg 
V= ql V4a’ —r rdrd9 = 4 ao| V4@ 一 天 rdr 
0 0 
D 


2 0 3 (3 加 
34 ,1 sin 0)d0 34 lz 3 小 


p=2acos0 


CA 


(b) 


图 3.36 


例 3.22 求 曲 面 z=2 十 V4 一 x 一 y 与 曲面 z= Vz 十 y 围 成 的 立体 2 的 体积 . 

分 析 ”该 问题 车 用 二 重 积 分 计算 会 很 麻烦 . 若 三 重 积分 的 被 积 函 数 为 1, 则 以 2 为 积分 
区 域 的 三 重 积 分 的 值 等 于 2 的 体积 . 根据 积分 区 域 和 被 积 函 数 的 特点 ,用 球 坐 标 计 算 较为 
方便 . 

解 该 立体 的 图 形 如 图 3. 34(b) 所 示 (a 二 2). 区 域 2 在 球 坐 标 系 中 可 以 表示 为 


0 = {009) 10<p<tcosp,0 <p<F,0<0< 27]. 
故 所 求 立体 的 体积 为 
一 一 2 1 一 人 + Sl ni 2 
V= av 一 le sinpdodbdy = | dg] sinpdp 上 pdp 


2r | sing a Seedy 8r. 
3.4.2 曲面 的 面积 


由 二 重 积分 的 性 质 可 知 , 当 二 重 积 分 的 被 积 函 数 满足 f(x,y) 二 1 时 ， [as 在 数值 上 等 


于 积分 区 域 D 的 面积 .下面 根据 “ 微 元 法 ”的 思想 ,推导 出 用 二 重 积 分 计算 光滑 曲面 面积 的 
公式 . 

设 有 光滑 曲面 S, 对 应 的 方程 为 >= zy,y),D.。 为 曲面 S 在 zOy 坐标 面 上 的 投影 区 
域 . 求 曲面 S 的 面积 A. 

基于 微 元 法 的 思想 , 先 要 找到 曲面 S 的 面积 微 元 . 区 域 D。 内 任 取 一 小 的 闭 区 域 de, 其 
面积 也 用 dc 表示 .在 do 内 任 取 一 点 P(z,y), 对 应 的 曲面 S$ 上 有 一 点 M(xz,y,f(z,y)), 曲 
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面 S 在 点 M 处 的 切 平 面 记 为 工 ,如 图 3. 37 所 示 . 以 do 的 边界 曲线 为 准 线 , 作 母线 平行 于 
轴 的 柱 面 ,该 柱 面 在 曲面 S 上 截 下 一 小 片 4S ,在 切 平面 工 上 截 下 一 小 片 平 面 dA, 因 为 do 的 
直径 很 小 ,所 以 可 用 dA 近似 代替 dS, 即 dA 为 曲面 S 的 面积 微 元 . 

由 于 曲面 S 是 光滑 的 ,因此 曲面 方程 >= FCz,y) 在 卫 
上 具有 连续 偏 导数 f,(z,y) 和 f, (x,y). 根据 多 元 函数 微 
分 学 在 几何 上 的 应 用 知识 , 设 点 M 处 曲面 S 的 法 线 (指向 
朝 上 ) 与 z 轴 所 成 的 角 为 Y, 即 切 平面 与 xOy 坐标 面 的 
夹 角 为 7, 如 图 3. 37 所 示 , 则 有 


do 
cosy 


1 
VI TF,y) 
dA = V1 十 户 (z,y) 十 户 (z,y)dc. 

将 面积 微 元 作为 被 积 表达 式 在 闭 区 域 D 上 积分 , 便 得 到 曲面 S 的 面积 为 


其 中 ,cosy 于 是 


4=|a= TT ds (3. 22) 
此 趟 也 可 以 成 。 
十 (车 ) 本 (中 ) ua (3.23) 
这 就 是 曲面 面积 的 计算 公式 . 


类 似 地 ,如 果 光 滑 曲 面 S 的 方程 由 zz 一 zCy,z) 或 y 一 yCz,z) 给 出 , 则 可 以 分 别 把 曲面 投 
影 到 yOx 坐标 面 上 (投影 区 域 记 为 D,- ) 或 xOz 坐标 面 上 (投影 区 域 记 为 D., ) ,进而 得 到 


3 4 


和 二 | i+ (2) 十 (PF) ea (3.25) 


例 3.23 求 锥 面 z= Vz 十 y 被 柱 面 x* 二 2zx 割 下 部 分 的 面积 . 

分 析 根据 图 形 找 出 曲面 表达 式 和 曲面 的 投影 区 域 ， 
利用 式 (3. 23) 计 算 . 

解 ”如 图 3.38 所 示 , 设 锥 面 >= Vx" 十 y 被 柱 面 
2 二 2z 所 割 下 部 分 的 面积 为 A, 其 中 曲面 方程 为 = 一 
VX 十 y ,区 域 D={(z,y)|z’ 十 y* 二 2zx}. 容易 求 得 
/ 到 有 2 


es yy » 


En 


_ ry du 
-J 1+( 】 + (FE) dyes, (3.24) 


则 


A ll 1 二 有 2 十 zdzdy [azay M2. 
D D 


第 3 章 


© 重 积 分 


Maultiple integrals 


例 3.24 求 底 圆 半径 相等 的 两 个 直 交 圆柱 面 zx? 十 y* 一 R* 及 x 十 x* 二 R* 围 立 体 的 表 
面积 . 


分 析 找到 曲面 的 方程 ,再 利用 对 称 性 进行 计算 . 


2 二 VR 一 .于 是 


解 ” 围 成 立体 在 第 一 卦 限 的 图 形 如 图 3. 35(a) 所 示 . 由 对 称 性 可 知 , 围 成 立体 的 表面 积 
等 于 第 一 卦 限 中 位 于 圆柱 面 xz? 十 x? 二 R* 上 的 部 分 面积 的 16 倍 ,这 部 分 曲面 的 方程 为 


A 1 /1 六) + (六 )a d 16| hs or qzd 
) T ay XT ly | RT — 2 7 ly 


1 eo 


f R eg 人 人 R 
4 


0 R? pgp dy 
R VR -rz 1 一 下 em 2 
元 (y) 1 dz 一 16 ,Rdz = 16R’. 


中 
局 
Es 

一 
2 男 


3.4.3 质心 
1. 质点 系 的 质心 


首先 考虑 平面 质点 系 的 质心 . 设 有 个 质点 组 成 的 平面 质点 系 , 这 些 质 点 的 质量 分 别 为 
mi(i 三 1,2,…,n) ,它们 在 zOy 面 上 分 别 位 于 (zi,y)(G 一 1,2,…,z) 处 . 记 ( 元 ,y) 为 质点 系 
的 质心 ,由 静 力学 知识 可 知 ,质心 的 坐标 为 


二 M, 之 MT M, > MUyVi . 
M Dm M Dm; 

其 中 , M = Dm 为 该 质点 系 的 总 质量 ,M, 和 M,, 分 别称 为 质点 关于 y 轴 和 zz 轴 的 力矩 . 
类 似 地 ,对 于 空间 质点 系 ,这 些 质点 的 质量 分 别 为 mi (i 二 1,2,…,n), 若 质点 在 空间 

Ozyz 中 分 别 位 于 (zisyi ,zi) Gi 二 1,2,…,n) 处 , 则 质点 系 的 质心 (z,y ,x) 的 坐标 为 

ML > miT ; M_ > miy . Mo, miz 
M 3 ” M ; ”~  M S ” 
Dm Dm, 


面 和 >xOz 面 和 xzOy 面 的 力矩 . 
2. 物体 的 质心 
对 了 


F 平 面 薄 片 , 设 它 占 有 zOy 面 上 的 闭 区 域 D , 面 密度 函数 p(x,y) 在 D 上 连续 . 求 该 
薄片 的 质心 坐标 ( 工 ,y). 


其 中 , M = Dm 为 该 质点 系 的 总 质量 ,M,。M- 和 M,, 分 别称 为 质点 关于 三 个 坐标 面 yOz 


由 3.1 节 的 引 例 2 可 知 ,平面 薄片 的 质量 为 M = loc do, 故 只 需 讨论 力矩 M, 和 
M, 的 表达 式 . 在 闭 区 域 D 上 任 取 小 的 闭 区 域 de, (x,y) 是 小 闭 区 域内 的 一 点 ,由 于 oCz,y) 


3.4 重 积分 的 应 用 
ap ee re 
在 D 上 连续 ,所 以 薄片 中 相应 于 dc 的 部 分 的 质量 近似 等 于 p(xz,y)do, 于 是 力矩 微 元 分 别 为 


dM 二 yp(z,y)do 和 dM, 一 zp(zx,y)do. 由 此 得 到 平面 薄片 关于 yy 轴 和 xz 轴 的 力矩 M;,M, 
分 别 为 


Mi = | pci MM = oc wae. 
D D 


薄片 的 质心 坐标 为 

ec yao ec 

工 笃 二 答 y (3.26) 

ec wae oc,was 

D D 
ee 则 

工 一 元 一 5— Hw (3.27) 
其 中 A 为 薄片 的 面积 . 


对 于 空间 物体 ,假设 其 占有 空间 Oxyx 的 有 界 闭 区 域 2, 体 密度 函数 p(x,y,z) 在 Q 上 
续 . i 


工 一 出 Zp(zyysz)dV， y= yoy z 一 Mjep essay, (3.28) 


其 中 ,34 二 人 eyeoay 为 该 物体 的 质量 
n 
特别 地 ,对 于 占据 空间 闭 区 域 2, 密 度 为 常数 的 物体 ,其 质心 ( 工 ,y,z) 为 
0 = 人 = 济 
T= 三 二 上 lzxdV， y= 二 ||lydV， z= 去 ||zdV. (3. 29) 
Vv 刘 ， wl 


其 中 ,V 为 物体 Q 的 体积 . 

例 3.25 求 位 于 两 圆 "一 acosg 和 一 2acosb 之 间 的 均匀 
薄片 的 质心 . 

分 析 对 于 均匀 薄片 ,可 利用 公式 (3. 27) 计 算 . 需要 先 求 
薄片 的 质量 ,再 求 力矩 . 

解 ”两 圆 所 围 成 的 区 域 D 如 图 3. 39 所 示 . 由 图 形 的 对 称 
性 知 ,该 薄片 的 质心 在 工 轴 上 , 即 y 王 0. 由 于 闭 区 域 D 位 于 半 


径 为 a 和 半径 为 分 的 两 圆 之 间 ,所 以 它 的 面积 等 于 这 两 个 圆 的 本 
面积 之 差 , 即 
A le na’ (号 ) Fe. 
可 以 求 得 


党 2acosg 和 可 
rdo= dg (rcosO)rdr = cosg| =r 
;9 至 acosg -各 3 


2acosg 


acosg 
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fe 


所 以 一 上 和 一 一 了 a, 故 所 求 质心 从 标 为 (好 40] 


A 

例 3.26 已 知 均匀 半球 体 的 半径 为 a, 在 该 半球 体 的 底 圆 的 一 侧 
拼接 一 个 半径 与 球 的 半径 相等 .材料 相同 的 均匀 圆柱 体 ,使 圆柱 体 的 
底 圆 与 半球 的 底 圆 相 重合 . 为 了 使 拼接 后 的 整个 立体 质心 恰好 位 于 球 
心 , 问 圆柱 的 高 应 为 多 少 ? 

分 析 ”将 其 放置 在 空间 直角 坐标 系 中 ,注意 立体 的 体积 由 圆柱 体 
与 半球 体 两 部 分 组 成 . 可 以 利用 对 称 性 简化 计算 . 

解 ”如 图 3.40 所 示 , 设 所 求 的 圆柱 体 的 高 度 为 互 , 使 圆柱 体 与 半 
球 的 底 圆 在 zxOy 坐标 面 上 . 圆柱 体 的 中 心 轴 为 = 轴 , 设 整个 立体 所 占 
区 域 为 ,其 体积 为 V ,质心 坐标 为 (XY,y .xz). 由 空间 物体 的 对 称 性 ,有 z= 二 y= 二 0, 故 只 需要 x 
轴 上 的 坐标 


喜 二 ale 二 0， 即 J =0. 
设 圆 柱 体 与 半球 占有 的 区 域 分 别 为 2 ,2: ,计算 力矩 时 分 别 用 柱 面 坐标 与 球面 坐标 ， 
于 是 


下 dV= 下 dg Il dr jj zrdz 十 上 dg 中 dp [ recosgr’ singdr 


= | dg 起 rdr | zdz 十 上 d0 | cospsinpdp 上 rdr 


4 
下 十 zx 人 国 店 Ear(2H? 一 


Vaa 


由 2 下 一 心 一 0 解 得 ,H= 2 , 即 为 所 求 圆柱 体 的 高 . 


3.4.4 转动 惯量 

1. 平面 薄片 关于 坐标 轴 的 转动 惯量 

转动 惯量 是 度量 物体 转动 惯性 的 物理 量 ,用 来 描述 转动 物体 所 存储 的 能 量 . 通常 把 质量 
为 mn 的 质点 与 它 到 转动 轴 / 的 距离 ~ 的 平方 之 积 称 为 质点 关于 轴 ! 的 转动 惯量 ， 
即 五 一 zz2. 

设 有 一 平面 薄片 , 它 占 有 zOy 面 上 的 有 界 闭 区 域 D , 面 密度 函数 p(x,y) 在 D 上 连续 . 
取 它 在 D 内 的 面积 微 元 为 dc, 不 难 求 得 它 关 于 工 轴 ,y 轴 的 转动 惯量 微 元 分 别 为 dI 一 
yo(Czyy)dc,dl, 一 zzo(Czyy)do. 于 是 ,该 平面 薄片 关于 工 轴 ,y 轴 的 转动 惯量 分 别 为 

六 = :pc yo, 上 = Jespcr, yao (3.30) 


2. 空间 物体 关于 坐标 轴 的 转动 惯量 
设 有 一 空间 物体 , 它 占 有 空间 直角 坐标 系 Oxyz 的 有 界 闭 区 域 4 , 体 密度 函数 oCz,y'z) 
在 Q 上 连续 , 则 该 物体 关于 xz,y,z 轴 的 转动 惯量 分 别 为 


3.4 重 积分 的 应 用 
Applications of multiple integrals > 
二: 壮 je 十 z2)p(zx,y,z)dV; T= je 十 x?)p(zsy2)dV; 
a n 


工 = + yy dy. (3.31) 
a 


例 3.27 求 半径 为 2 的 均匀 半圆 薄片 ( 面 密度 为 常数 o) 对 于 其 
直径 边 的 转动 惯量 . 

分 析 “建立 平面 直角 坐标 系 ,使 其 对 直径 边 的 转动 惯量 即 为 对 
坐标 轴 的 转动 惯量 . 

解 半圆 薄片 在 zOy 面 所 占 区 域 如 图 3. 41 所 示 , 即 D= 
{zy) zx 十 过 4,y 宇 0) , 它 对 于 xz 轴 的 转动 惯量 I, 即 为 所 求 的 图 3. 和 1 
转动 惯量 . 


x 2 
1, = |eyras 一 上 sin20rdrdb 一 o| sinzgdg | ridr = 2rpo. 
J 0 0 
D D 


例 3.28 求 高 为 人 , 半 顶 角 为 工 、 密 度 为 常数 o 的 正 圆锥 体 


绕 对 称 轴 旋 转 的 转动 惯量 . 

分 析 建立 空间 直角 坐标 系 , 取 对 称 轴 为 = 轴 , 利 用 对 = 轴 
的 转动 惯量 计算 公式 进行 求解 . 

解 取 对 称 轴 为 > 轴 ,顶点 为 原点 , 正 圆锥 体 的 图 形 如 
图 3.42 所 示 . 则 正 圆锥 体 绕 x 轴 的 转动 惯量 

一 2 2 
1 = je 十 交 )odV. 
利用 柱 坐 标 方法 求解 . 易 见 ,Q=={(r,0,z)|r 二 x 二 hh,0 志 rh,0 二 92n} ,得 到 


下 二 er er p| a rar | de 
n 


图 3.42 


2 hh rr rs 
=0| dg| Ph—r)dr 2ro (4 5) 
o o 


3.4.5 引力 


这 里 我 们 只 讨论 空间 物体 对 于 物体 外 的 质点 的 引力 问题 ,因为 平面 薄片 对 质点 的 引力 
可 以 认为 是 空间 引力 问题 的 一 种 退化 形式 . 

设 一 空间 物体 在 空间 直角 坐标 系 中 占有 有 界 闭 区 域 2, 它 在 点 (x,y,z) EQ 处 的 体 密度 
由 连续 函数 p(xz,y,x) 表 示 . 另 有 一 个 质量 为 m 的 质点 位 于 Q 外 的 Po(zxo ,yo ,zo) 处 , 求 空间 
物体 对 质点 的 引力 F. 

在 物体 内 任 取 一 直径 很 小 的 闭 区 域 , 记 作 dV , 它 也 表示 该 小 闭 区 域 的 体积 ,(z,y,z) 为 
其 中 的 一 点 . 根据 微 元 法 思想 ,这 一 小 块 物体 的 质量 可 近似 为 p(x,y,z)dV , 青 把 该 小 块 物体 
近似 地 看 作 集 中 在 点 (x,y,x) 处 . 于 是 按 两 质点 间 的 引力 公式 ,可 得 这 一 小 块 物体 对 位 于 
Pu(zo'yoyzo) 处 的 质点 的 引力 近似 地 为 


dh = (dF sd dp:) (2 全 一 dy ,Cae 。 Ov. 。 全 dv|， 
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其 中 ,dF, ,dF, ,dF. 为 引力 微 元 dF 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 ,p 王 p(x,y,zx),G 为 引力 常数 ， 
r 二 V(x 一 X00 十 (y 一 yo)? 十 (z 一 z0)?. 将 dF, ,dF,,dF, 在 2 上 进行 积分 ,得 


= (Fs,F,,F,) (ee =x), Geo : av, ev). 
na 了 n 


(3. 32) 
例 3.29 设 有 均匀 材质 的 球体 占有 空间 闭 区 域 0 二 {(z,y,z) |z 十 六 十 x 三 1). 求 它 
对 位 于 点 Mo (0,0,2) 处 的 单位 质量 的 质点 的 引力 . 
解 ” 由 于 球体 的 质量 分 布 是 均匀 的 , 设 球 的 密度 为 p. 由 球体 的 对 称 性 及 点 Mo 的 位 置 
知 ,F; 二 ,二 0. 所 求 引力 沿 = 轴 的 分 量 为 


了 之 一 2 
已 二 |c。 _dV 
下 [x 二 + 十 (z—2)?]z 
利用 截面 法 ,有 D. 为 x? 十 y* 三 1 一 x*. 因 此 ,将 三 重 积 分 约 化 为 


1 i 
及 Goo| ( 2)dz| dzdy 
a D. [x:T+y 十 (z—2):]? 


进一步 地 ,利用 极 坐标 法 将 二 重 积分 约 化 为 累 次 积分 后 再 计算 , 即 


1 2r Vi 
、 一 de rdr 
F.= Gp ec 2)dz [ db 上 人 


= 2 | ,( 划 大 和 j= 3 Gpo. 


习题 3. 寺 


1. 求 由 曲面 z= 二 1 一 zx? 一 y ,z= 二 0 围 成 的 立体 的 体积 . 

2. 已 知 两 球 的 半径 分 别 为 r 和 R(R>r), 且 小 球 球 心 在 大 球 球面 上 , 试 求 小 球 在 大 球 
内 那 部 分 的 体积 . 

3. 求 由 旋转 曲面 x 二 x* 十 y* ,三 个 坐标 面 和 平面 zx 十 y 二 1 围 成 的 立体 的 体积 . 

4. 求 半径 为 a 的 球 的 表面 积 . 

5. 一 个 物体 由 旋转 抛物 面 z 二 x? 十 y? 及 平面 z= 二 1 所 围 成 ,已 知 其 任 一 点 处 的 体 密 度 
与 到 > 轴 的 距离 成 正比 , 求 其 质量 m. 


6. 求 半 杠 回 夺 十 潜 人 1(y 之 0) 均 匀 薄 片 的 质心 . 


7. 求 均匀 半球 体 的 质心 . 

8. 求 半径 为 a 的 均匀 半圆 薄片 ( 面 密度 为 常数 p) 对 于 其 直径 边 的 转动 惯量 . 

9. 求 密度 为 p 的 均匀 球体 对 于 过 球 心 的 一 条 轴 / 的 转动 惯量 . 

10. 已 知 均匀 矩形 板 ( 面 密度 为 常量 py) 的 长 和 宽 分 别 为 5,h, 求 这 盾 形 板 对 于 通过 其 形 
心 且 分 别 与 一 边 平行 的 两 轴 的 转动 惯量 . 

11. 设 半径 为 RR 的 匀 质 球 占 有 空间 闭 区域 Q 二 {(z,y,z)|z? 十 十 xz? 革 R*). 求 它 对 位 


于 Mo(0,0,a)(a>R) 处 的 单位 质量 的 质点 的 引力 . 


>) j > > 
OEY 


1. 是 非 题 
(1) 在 利用 直角 坐标 系 计 算 二 重 积 分 时 ,用 X 型 区 域 和 YY 型 区 域 计 算 的 结果 相同 . 
》 
(2) 二 重 积 分 的 被 积 函数 在 其 积分 区 域 上 连续 时 ,二 重 积分 一 定 存 在 . ( > 
(3) 设 D={Czy)1lzl 十 ly|<1) , 则 由 azs + yw)do 一 定 小 于 夫 . ( ) 
D 


(4) 设 函 数 f(x,y) 在 D 上 可 积 ,车 DD 一 D1UDs, 则 必 有 |f Czy)ao = | cz,do+ 
D D) 


reswar. 人 
D, 
(5) 在 空间 有 界 闭 区 域 Q 上 ,车 f(x,y,z) 和 g(x,y,z) 在 QQ 上 可 积 , 且 有 f(x,y,z) 夺 g 
(zoysz), 则 必 有 上 f(z,y,z)dV 过 llg(zx,y,z)dV. ( ) 
| | 
2. 填空 题 


2 2 
| dz| e ydy 一 
0 可 
(2) 设 D= tcy)lasysz'Os<zs<1, 则 | Ea 一 
D 


(3) 交换 积分 je je 二 | fewdy 的 积分 次 序 


得 
(4) 设 0 = {Czyy;2)|1<z 十 y 十 z? 过 4}， 则 le + zerctytedy = 
n 
(5) 亲王 雪人 二 本 本 二 于 被 三 个 坐标 面 所 截 得 的 有 限 部 分 的 面积 
为 


3. 选择 题 
(1) 设 有 区 域 D 二 {C(x,y) |1 志 x? 十 y* 三 4}, 函数 FCz,y) 在 D 上 可 积 , 则 在 极 坐标 系 下 


(vd 的 形式 为 (。). 
? 2 2 Yu 
A. 2r | fos)dr B. 2r | rf 6)dr —2r | rf dr 


2 2 1 
C. 2x [rar D. 2r [far— 2 | rf (ri)dr 


(2) 设 有 区 域 了 ={(z,y)| 一 ac 委 z 委 ac,z 委 y 委 cc) 和 Di={((z,y)10 委 z 委 az 委 y 委 cc) ， 
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则 Ds 十 cosr。siny)dco 二 ( ). 
D 


A. 2||zydzdy B. 2]|eosz: sinydzdy 


D D, 


C. dy 十 coszsiny)dzrdy D. 0 


1 Vi-z 
(3) 设 有 区 域 D=={(x,y) | ze<1) ,等 式 上 (swyae = 4 | f(x,y)dy 成 
D 


立 的 条 件 是 (  ). 
A. f(—zx,y)=—f(z,y), f(z,—y)=—f(zr,y) 
B. f(—zx,y)=f(z,y), f(r, —y)= f(r,y) 
C. f(—zxz,y)=— f(x,y) ,f(z,—y)= f(r,y) 
D. f(—z,y)=f(zr,y), f(r,—y)=—f(r,y) 
(4) 设 Di ,9。 是 空间 有 界 闭 区 域 , 且 0 一 Q1UQs,0, 一 Q1 站 Qo. 若 函数 f(x,y,z) 在 0， 


LAA Dre + Wee,s, x)dV 的 充 要 条 件 是 ( X% 


A. el 上 是 奇 函 数 B. f(z,y,z)=0 


C. 0 一 区 D. 由 ceow-。 


(5) 球面 十 y* 十 z? 二 4a? 与 柱 面 妆 十 六 一 zax 所 图 成 立体 体积 等 于 ) 


2acosg 4 
A 4) 0 Vi rr B. sf dg| Ve rdr 
ca a /ara D. 4 df /lar ra 


4. 交换 下 列 累 次 积分 的 次 序 : 
2a V2ar- 王 2 2—y 
Go dz| (zy)dy; Gd f(xy)dzr. 
5. 计算 下 列 重 积分 
(1) (3z 十 2y)do, 其 中 忆 是 由 两 坐标 轴 及 直线 十 y 一 2 围 成 的 闭 区 域 ， 


(2) ||zy*dzdy， 其 中 成 由 抛物 线 y? 二 2pz 与 直线 二 如 (p>0) 所 图 的 闲 区 域 ， 


(3) | (1+z)sinydo, 其 中 D 是 顶点 分 别 为 (0,0), (1,0), (1,2) 和 (0,1) 的 梯形 闭 


D 


区 域 ; 
(4) |jzy*do, 其 中 忆 是 由 圆周 zx 十 一 4 及 y 轴 围 成 的 右 半 闲 区 域 ; 
了 
i do 
(5) 其 中 D={(zx,y)11&x? 十 y: 二 4}; 


bYVz ty 


> 


gal Vz 十 多 do, 其 中 D={(z,y)|z’ 十 y 二 2x}; 
D 
(7) jjzdV, 其 中 QQ 是 由 三 个 坐标 面 与 平面 2x 十 y 十 z 二 1 围 成 的 闭 区 域 ; 
n 
(8) 用 = VET 和 YaV ,其 中 属 是 由 曲面 < 一 x* 十 y* 和 平面 < 一 1 转 成 的 闭 区 域 ; 
n 
9) ty + av, 其 中 Q={(zxyy,z)|z? 十 y? 十 2? 二 1 ,z 宇 0}; 
n 


Qo0) 用 e+ av ,其中 避 是 由 锥 面 < 一 YZ 下 与 球面 志 十 y 十 2 一 1 国 成 的 闭 
n 
区 域 . 
6. 求 区 域 a 三 ra (1 十 cos0) 围 成 的 面积 . 
7. 求 由 桥 国 抛物 面 二 4 一 x* 一 站 与 平面 = 一 0 图 成 的 立体 体积 , 


8. 设 平面 上 半径 为 a 的 圆 形 薄片 ,其 上 任 一 点 处 的 密度 与 该 点 到 圆心 的 距离 的 平方 成 
正比 ,比例 系数 为 , 求 该 圆 形 薄片 的 质量 . 
9. 对 于 由 圆 r 二 2cos0,r 二 4cos0 所 围 成 的 均匀 薄片 , 面 密度 p 为 常数 , 求 它 关 于 坐标 原 
点 〇 的 转动 惯量 . 
?一 2z， 


10. 求 用 ce Yay ,关中 加 是 由 昌 线 人 。” 络 = 轴 旋转 一 周 而 成 的 曲面 与 平面 
n I 
z 二 2,z 二 8 所 围 的 闭 区 域 . 


第 C4 7 章 
曲线 积分 与 曲面 积分 


Curve integrals and surface integrals 


回顾 前 面 我 们 学 过 的 定 积分 和 重 积分 ,它们 的 定义 都 是 由 各 类 和 式 的 极限 抽象 出 来 的 ， 
所 使 用 的 方法 都 基于 四 个 步骤 , 即 “分 割 、 近 似 、 求 和 ,极限 ”. 本 章 将 继续 沿用 这 四 个 步骤 研 
究 来 自 于 物理 、 力 学 中 的 一 些 问 题 ,进而 抽象 出 它们 的 数学 定义 , 即 曲 线 积分 与 曲面 积分 . 本 
章 将 分 别 讨论 两 类 曲线 积分 和 两 类 曲面 积分 的 定义 及 其 计算 方法 ,并 给 出 格林 公式 \ 高 斯 公 
式 和 斯 托 克 斯 公式 ,从 而 建立 曲线 积分 、 曲 面积 分 与 重 积分 之 间 的 关系 . 两 类 曲线 积分 包括 
对 弧 长 的 曲线 积分 和 对 坐标 的 曲线 积分 ,它们 的 积分 路 径 是 平面 曲线 或 空间 曲线 ; 两 类 曲 
面积 分 包括 对 面积 的 曲面 积分 和 对 坐标 的 曲面 积分 ,它们 的 积分 区 域 是 曲面 . 


4.1 对 弧 长 的 曲线 积分 
Curve integrals of arc length 


本 节 沿 用 求 曲 边 梯形 面积 的 方法 和 步骤 ,通过 求 曲 线形 构件 的 质量 ,抽象 出 对 弧 长 的 曲 
线 积分 的 定义 ,并 给 出 其 在 计算 中 经 常用 到 的 性 质 , 即 线性 性 质 和 路 径 可 加 性 ; 然后 讨论 当 
曲线 方程 以 不 同形 式 出 现时 ,对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 方法 . 


4.1.1 基本 概念 及 性 质 


引 例 ”曲线 形 构件 的 质量 

在 实际 的 工程 应 用 中 ,设计 曲线 形 构件 时 ,经 常 需要 求 其 质量 . 但 由 于 构件 的 材质 和 粗 
细 都 不 是 均匀 分 布 的 ,它们 的 线 密 度 ( 单 位 长 度 的 质量 ) 因 点 而 异 , 即 构件 的 线 密度 是 变量 . 
在 实际 计算 时 ,以 平面 曲线 形 构件 为 例 ,通常 假设 构件 所 处 的 位 
置 与 xOy 面 上 的 一 条 光滑 (或 分 段 光 滑 ) 曲 线 工 对 应 ,始点 和 终 
点 分 别 与 曲线 工 的 两 个 端点 A 和 B 对 应 ,如 图 4.1 所 示 , 车 L 上 
任意 一 点 M(z,y) 处 的 线 密度 由 晴 数 p(x,y) 表 示 . 且 当 点 M 在 
L 上 移动 时 ,o(z,y) 在 工 上 连续 . 求 此 曲线 形 构件 的 质量 M. 

易 见 ,如 果 构 件 的 线 密度 为 常量 , 则 构件 的 质量 等 于 它 的 线 
密度 与 长 度 的 乘积 . 但 现在 构件 上 各 点 处 的 线 密度 是 变量 ,不 能 
直接 用 此 方法 计算 . 图 4.1 


4.1 对 弧 长 的 曲线 积分 © 
Curve integrals of arc length 人 
事实 上 ,在 求 曲 边 梯形 的 面积 时 ,曾经 使 用 过 的 方法 和 步骤 , 即 “ 分 割 、 近 似 、 求 和 、 极 


限 ”, 可 以 推广 并 应 用 到 求 曲 线形 构件 的 质量 . 具体 实施 过 程 如 下 . 
(1) 分 割 ”在 曲线 L 上 任意 插入 分 点 A 二 Po ,Pi,Ps，,…,Pii,P;,…,P,-1,P, 一 B, 如 


图 4.1 所 示 , 将 曲线 工分 成 n 个 小 弧 段 , PuPi , PP: ,…,P-:Pi,…, PP,, 其 中 小 弧 段 
Pi_1P; 的 弧 长 记 作 As ,质量 记 作 AM; (i 二 1,2,*…,n). 

(2) 近似 ” 因 p(xz,y) 在 L 上 连续 , 当 As; 很 小 时 ,小 弧 段 P;-1P; 上 的 线 密度 可 以 近似 看 
作 是 常量 , 即 P;_1P; 上 某 点 (和 ,w) 处 的 值 po 和, 六) ,于 是 这 一 小 弧 段 的 质量 近似 等 于 AM; 过- 
pl: ,1) Asi. 

(3) 求 和 将 AMi(i==1,2,…,n) 求 和 ,可 得 此 构件 质量 的 近似 值 为 

二 SaM, x Dp sn) As.. 
i=1 i=1 
(4) 极限 记 4 二 max{As:}, 对 上 面 的 和 式 取 极 限 ,得 


M= He 
hw0 i=1 

类 似 地 ,在 求 曲 线形 构件 的 质心 .转动 惯量 等 物理 量 时 ,也 会 过 到 求 某 些 和 式 的 极限 问 
题 . 为 此 ,引入 对 弧 长 的 曲线 积分 的 定义 . 

定义 4.1 设 工 为 zOy 面 上 的 一 条 光滑 曲线 ,端点 为 A 和 B, 函 数 f(z,y) 在 L 上 有 
界 .依次 用 分 点 A=Po,Pi,…,P,1,P,= 二 B 将 L 分 成 个 小 弧 段 PoPi,PiPs，…,P,iP,， 
每 小 段 P;_1P; 的 弧 长 记 作 Asi ,然后 在 P;_1P;: 上 任 取 一 点 (&,), 当 A=max{Asi}™0 时 , 若 
和 式 极 限 

tim DCE As 

存在 , 且 它 不 依赖 于 曲线 工 的 分 法 及 点 (和 5 六) 的 取 法 , 则 称 该 极限 为 函数 f(z,y) 沿 曲线 
L 对 弧 长 的 曲线 积分 (curve integral of arc length ) 或 称 为 第 一 型 曲线 积分 , 记 作 


| reesmd， 即 


res 一 lim > sm)As。 (4.1) 
关于 定义 4.1 的 几 点 说 明 . 
(1) 在 定义 中 , 当 lim > fC ,mAs 存在 时 , 式 (4. 1) 的 运算 结果 是 一 个 数值 ,该 数值 仅 


与 被 积 函数 /(z,y) 及 时 线 工 有 关 , 而 与 时 线 的 分 法 及 点 ($. 了 7 的 取 法 无 关 , 并 且 与 积分 
变量 用 哪些 字母 表示 无 关 . 

(2) 车 了 是 光滑 (或 分 段 光滑 ) 遇 线 , 丽 数 f(z,y) 在 上 连续 (或 f(z,3y) 在 L 上 有 界 ， 
且 只 有 有 限 个 间断 点 ) ,根据 定义 可 以 证 明 ,7(z,y) 在 二 上 对 弧 长 的 晶 线 积分 一 定 存在 . 若 
工 是 闭 明 线 , 则 f(z,y) 在 工 上 对 弧 长 的 出 线 积分 记 作 中 Cx) ds 


(3) 对 平面 曲线 弧 长 的 曲线 积分 (定义 4.1) 可 以 相应 地 推广 到 空间 情形 , 即 对 于 空间 光 


第 4 章 曲线 积分 与 曲面 积分 
De integrals 
滑 曲 线 了 ,函数 f(x,y,z) 在 厂 上 对 弧 长 的 曲线 积分 为 


| fey = lim Df » bi) Asi. 
(4) 由 定义 可 知 , 引 例 中 所 求 的 非 均 匀 材 质 的 曲线 型 构件 的 质量 M 等 于 线 密度 p(x,y) 
在 出线 工 上 对 弧 长 的 册 线 积分 , 即 M 二 | ozsy)ds 特别 地 , 当 p(z,y) 二 1 时 ,有 | ds 一 


其 中 * 为 曲线 工 的 弧 长 . 

对 弧 长 的 曲线 积分 的 性 质 与 定 积分 和 重 积分 的 性 质 类 似 . 若 函 数 FCz,y),gCz,y) 在 光 
滑 曲线 工 上 可 积 , 下 面 仅 列 出 对 弧 长 的 曲线 积分 的 线性 性 质 和 路 径 可 加 性 . 

性 质 1( 线 性 性 质 ) ”对 于 任意 的 a,BER, 函 数 af(z,y) 十 Bg(z,y) 在 L 上 可 积 , 且 


| [cfCz,y) 十 语 (Cz,y)]ds = «| f Grds 十 时 g Ces)ds, 
事实 上 ,性 质 1 的 结论 包含 了 对 弧 长 的 曲线 积分 运算 的 两 种 特殊 情形 , 即 


| ty 土 g(x,y)]ds = [XE + | g(r)dss 


| fw 一 #| read (为 常数 ). 


上 面 的 第 一 式 表明 两 个 函数 的 和 ( 差 ) 对 弧 长 的 曲线 积分 等 于 它们 对 弧 长 的 曲线 积分 的 
和 ( 差 ); 第 二 式 表明 被 积 函 数 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 的 外 面 . 
性 质 1 的 结论 可 推广 到 有 限 个 函数 的 线性 组 合 的 积分 , 即 V ki ,ks，…,k,ER, 有 


| [Rfi Crsy) + Rf rry) tt hf (ry) ds 


= | fen 十 ha] flrs ds 0 二 | fC ds 


性 质 2( 路 径 可 加 性 ) 如 果 曲 线 工 由 几 段 曲线 首尾 相 接 而 成 , 即 荆 一 Li UL:U…ULA， 
则 函数 Fz,y) 在 世上 的 积分 等 于 在 各 弧 段 上 的 积分 之 和 , 即 


red= | Fezsy)ds+| fredst 十 | flr,y)ds. 
L Ll I, I. 
上 述 性 质 对 沿 空间 曲线 对 弧 长 的 曲线 积分 依然 成 立 . 


4.1.2 对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 方法 


在 定 积分 的 应 用 中 ,我 们 曾经 利用 定 积分 的 方法 求 过 曲线 的 弧 长 ,结合 对 弧 长 的 曲线 积 
分 的 定义 ,可 证 得 如 下 定理 . 

定理 4.1 设 曲线 工 由 参数 方程 z= 二 x(1) ,y= 二 y(1) (a 二 t 志 B) 表 示 , 其 中 (1) 和 y(7) 在 
区 间 [a,8j] 上 有 一 阶 连续 导数 , 且 xz? (十 y2 (天 0( 即 曲线 二 是 光滑 的 简单 曲线 ). 车 函数 
f(z,y) 在 曲线 LL 上 连续 , 则 FCz,y) 在 世上 对 弧 长 的 曲线 积分 存在 , 且 

red 一 [ew yn) VI + yt) dt. 《0 

定理 的 证 明 从 略 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 数学 专业 的 教材 (数学 分 析 》 中 的 相关 内 容 . 

关于 定理 4.1 的 几 点 说 明 . 

(1) 由 定理 可 见 , 在 求 对 弧 长 的 曲线 积分 时 ,需要 先 将 其 转化 为 定 积 分 ,基本 步骤 是 : 
一 代 二 换 三 定 限 ,其 中 一 代 是 指 将 被 积 函数 f(z,y) 中 的 xz,y 用 z= 二 xz(D),y 二 y(7) 代 入 ; 二 


4.1 对 弧 长 的 曲线 积分 
our rnt pr rn 
换 是 指 将 ds 换 为 Vz (CD 十 yz (CD di( 或 V(dr)* 十 (dy)*); 三 定 限 是 指 将 对 弧 长 的 曲线 积 
分 化 为 定 积分 时 , 定 积分 的 下 限 c 一定 小 于 上 限 8 . 


(2) 若 曲线 工 的 方程 由 直角 坐标 方程 给 出 ,在 满足 定理 的 条 件 时 ,也 会 有 相同 的 结论 ， 
请 读者 自行 推演 .如 曲线 工 由 方程 y==y(z) (a 二 x<b) 给 出 时 ,有 


b 
[few = | fy) V1l+y’ (zx)dz. (4.3) 
L a 
车 曲线 工 由 方程 z==x(y)(c<y<d) 给 出 ,有 
d 
| fps = [f(y wVz (y) 十 1dy. (4.4) 


(3) 定理 的 结论 可 以 推广 到 对 空间 曲线 情形 , 即 若 曲线 卫 由 参数 方程 
TI=7X(t), y= y(t), z= z(t)(a<t<p) 
给 出 ,其 中 x (1) ,y (1) ,z(t) 在 [a,B] 上 连续 , 目 x() 十 y?(1) 十 z?(1) 关 0, 函 数 f(x,y,z) 
在 也 上 连续 , 则 f(z,y,z) 在 厂 上 对 弧 长 的 曲线 积分 存在 , 且 


| re | [fac yc) sa) Vz (ti 十 y (十 zt) dt (4.5) 
例 4.1 求 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 : 
(1) 工 一 | (zx? 十 y)ds, 其 中 工 是 上 半圆 周 x? 十 y? = 二 R?; 


C2 | ya 其 中 工 是 抛物 线 z= 二 y 上 点 O(0,0) 与 点 A(1,1) 之 间 的 一 段 曲 线 ; 


(3) 了 二 中 e337 ds, 其 中 了 是 加 周 z 十 光一 1.z 轴 和 > 一 z 在 第 一 象限 围 成 图 形 的 
边界 . 
分 析 先 将 各 小 题 对 应 到 式 (4. 2) 一 式 (4. 4) ,然后 进行 一 代 二 换 三 定 限 ,最 后 计算 定 
解 (1) 易 见 ,上 半圆 周 虐 的 参数 方程 为 x 二 Reost,y 王 Rsint(0 达 1 过 ww). 由 式 (4. 2) 
可 得 
I= | 十 y2)ds 一 | WVRz(Csinzr 十 cos2t) dt = xR’. 
(2) 如 图 4.2(a) 所 示 , 以 y 作为 抛物 线 方程 x 一 交 的 参数 ,有 0 三 y 二 1. 由 式 (4.4) 可 得 


1 和 
= | yas a | y /I Fdy | VC 二 Id((2y)2 十 1) 


sl 2 3/2 
12 (‘2>)" +1) 


ny 
0 12 “ 


(3) 如 图 4. 2(b) 所 示 ,曲线 工 由 三 条 线 组 成 , 即 二 OAUOBUAB. 于 是 
I= 站 ev=th ds 一 三 = ds +| = ds 二 | evz HP ds. 
L Oa OB AB 


线段 0A 的 方程 为 >=x[0<x< 鹤 ]】， 所 以 有 | ed = em Vzdz 一 。 一 1; 线 
段 0 的 方程 为 y 二 000 三 zx 过, 所 以 有 | eV ds 一 | edz 一 。 一 1; 网 弧 AB 的 参数 


po /4 
方程 为 x = cost,y 一 sinc(0 之 之 /4), 所 以 有 | 和 ~e ey ds =| edt 一 了 e. 因此 ， 
AB 0 
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4 > Curve integrals and surface integrals 


T= Ze 


(a) (b) 


例 4.2 求 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 : 


《19T= | asd 其 中 了 是 点 A(1.0,2) 与 点 B(3,2,1) 间 的 直线 段 ， 

二 | Fp, 其 中 械 是 螺旋 线 x==2cost,y= 二 2sint ,z==t(0 二 1 过 27). 
分 析 写 出 曲线 研 的 参数 方程 ,利用 式 (4.5) 进 行 一 代 二 换 三 ; 

定 限 ,最 后 计算 定 积 分 . 


解 (1) 不 难 求 得 ,直线 的 方程 为 了 一 > 二 9 一 ,对 
的 参数 方程 为 + 二 1 一 2t,y 2t,z= 一 2 十 2 
图 4. 3 所 示 . 由 式 (4.5) 可 得 


0 
| ed | (1 一 22)?( 一 22) (2 十 t) V4 十 4 十 ldt 图 4.3 
-1 


0 
——6| Gar 4 一 7 二 21)dt 一 1 


(2) 螺旋 线 的 图 形 参见 图 1. 41. 不 难 求 得 
ds = Vr Hy (tHe) dt = V2sint)’ + (2cost) 十 1dt 一 V5dt. 
由 式 (4.5) 可 得 

2r V5 


1 下 1 V5, t ee 
| 正平 六 证 ds V5 E fed 2 arctan 了 2 arctann. 


例 4.3 求 I = 中 十 y 十 3z)ds, 其 路 是 球面 x? 十 


yy 十 xz? 三 R? 与 平面 zx 十 y 十 = 一 0 的 交 线 . 

分 析 球面 x? 十 y? 十 zx? 二 2 与 平面 x 十 y 十 x 二 0 的 交 线 
卫 如 图 4.4 所 示 . 易 见 ,该 交 线 关于 变量 +,y,z 是 对 称 的 ,可 
以 利用 对 称 性 进行 求解 . 

解 ” 因 为 交 线 厂 既 在 球面 上 ,又 在 平面 上 ,所 以 该 交 线 同 
时 满足 方程 x? 十 yy 十 zx? 二 R* 和 Zz 十 y 十 z= 二 0, 于 是 有 图 4.4 


4.1 对 弧 长 的 曲线 积分 
Curve integrals of arc length 人 >》 
站 (z+ yz )ds P Rsas R 中 ds = 2xR’, 中 (z+ y+ ds = 中 0ds =0. 
r Tr r r r 
由 对 称 性 可 得 
中 并 ?ds = yds= $ zids 一 416 (Tz 二 十 z:)ds 一 2 
区 r 下 3 Jr 3 


中 xd =$vd = 中 -= 14 (十 y 十 z)ds 一 0. 
和 r r 3Jr 


因此 


1=9 (xz: 4 y+3c)ds = LnR’ + aR 十 0 一 AxR:. 
- 3 3 3 
习 三 题 寺 4. 六 


( 思 ;/ 考 / 题 ) 


1. 对 弧 长 的 曲线 积分 和 曲线 的 弧 长 有 什么 关系 ? 
2. 将 对 弧 长 的 曲线 积分 化 为 定 积分 的 步骤 是 什么 ? 
3. 光滑 曲线 弧 荆 上 对 弧 长 的 曲线 积分 可 积 的 条 件 是 什么 ? 


加 


和 求 直 cr 十 y)ds, 其 中 工 是 以 O(0,0),A(1,0),B(1,1) 为 顶点 的 三 角形 边界 . 


» 求 由 yds， 其 中 工 为 直线 y 二 x 与 抛物 线 z 二 y? 围 成 区 域 的 边界 . 


3. 求 | (zt 3 ds 其 中 为 连接 (1,0) 与 (0,1) 两 点 的 直线 段 . 


4. 求 | yrds, 其 中 了 为 曲线 y 一 ec(O<x<1)， 


5. 求 | zyd， 其 中 为 本 | 在 第 一 象限 部 分 . 


6. 求 | 二 十 ed 其 中 卫 为 螺旋 线 工 一 acost,y 一 asint,z 一 At 上 相应 于 上 从 0 到 
2x 的 一 段 弧 . 


1. 求 ea 十 史 )ds, 其 中 荆 为 半圆 工 一 Recosg,y 一 Rsin0(0 委 0 入 x,R 过 0). 


关 求 和 (5x 十 6y?)ds, 其 中 工 为 本 十 守 ==1 的 边界 ,其 周 长 为 a. 


3. 未 由 Cy 十 x2)ds, 其 中 厂 为 球面 z? 十 YY 十 2* 一 a? 被 平面 x 十 y 十 < 一 0 截 得 的 图 周 . 
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4. 求 曲线 工 一 3,y 一 31,z 一 子 三 (0<1<1) 的 质量 , 设 其 线 密度 为 2 一 县 . 


5 RO zyds, 其 中 攻 是 由 y 一 z? ,x 一 1 及 xz 轴 构 成 的 封闭 曲线 . 
6. 求 圆周 曲线 :zx? 十 y* 二 一 2y 的 质量 ,其 中 线 密度 p(x,y) 二 Vz 十 y?. 


(E42_ 对 坐标 的 曲线 积分 
Curve integrals of coordinates 


本 节 通 过 求解 物理 问题 “ 变 力 沿 曲线 做 功 ”, 抽 象 出 对 坐标 的 曲线 积分 的 定义 ,并 给 出 对 
坐标 的 曲线 积分 的 三 个 重要 性 质 , 即 线性 性 质 、 路 径 可 加 性 和 方向 性 ; 然后 讨论 当 曲 线 方程 
为 不 同形 式 时 ,对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 方法 . 


4.2.1 基本 概念 及 性 质 


引 例 ” 变 力 沿 曲 线 做 功 

设 一 质点 在 zxOy 面 上 受 力 F(r,y) 二 P(x,y)i 二 Q(zr,y)j( 或 记 作 (P(x,y) ,Q(z,y))) 
的 作用 时 ,质点 沿 平面 光滑 曲线 工 从 点 A 移动 到 点 BB, 如 图 4.5 所 示 , 其 中 P(z,y) 和 
Q(zr,y) 在 L 上 连续 . 求 力 F(x,y) 所 做 的 功 . 

易 见 ,如 果 下 是 常 力 , 且 质 点 沿 直 线 从 A 移动 到 B, 那 么 常 力 所 做 的 功 W 等 于 两 个 
向 量 与 A 启 的 数量 积 , 即 W=F* A 户 . 但 是 在 上 述 问 题 中 ,由 于 力 F(z,y) 是 随 点 而 变 的 变 
力 , 且 质点 移动 的 路 线 不 是 定向 直线 而 是 有 向 曲线 工 . 为 了 解决 这 种 力 的 “ 变 ” 与 “不 变 ” 及 位 
移 路 径 的 “ 曲 ” 与 * 直 ”的 问题 ,我们 仍然 采用 ”分割 .近似 ` 求 和 、 极 限 ” 的 方法 和 步骤 来 解决 此 
问题 . 具体 实施 过 程 如 下 : 

(1) 分 割 ”在 曲线 工 上 插 人 分 点 Mi (zyy),Mz (zeyy)，， Mi (ziyy-i), 并 令 
A 一 Mo(zosy0),B 一 M, (zsys) ,如 图 4.5 所 示 , 这 些 点 将 工分 成 个 有 向 小 弧 段 M1M (i 一 
1,2,…,n) ,其 中 每 个 小 弧 段 Mi;-1Mi 的 长 度 记 作 As;. 

(2) 近似 ”在 第 i 个 有 向 小 弧 段 M;_1M; 上 ,由 于 它 光 滑 
而 且 很 短 ,可 用 有 向 线段 M;-1Mi; 王 Azxii 十 Ayij 近似 代替 ,其 
中 Axi=Xi 一 Xi-1,Ayi 二 yi 一 yi-1. 又 由 于 P(xz,y) 和 Q(z,y) 
在 工 上 连续 ,在 M;-;M 上 任 取 一 点 (和 ,六 ), 用 下 (5 六 ) 一 
(P(S 7).Q(S 六)) 近 似 代替 这 一 小 弧 段 上 各 点 处 的 力 . 于 
是 变 力 F(x,y) 沿 有 向 小 弧 段 M;_1Mi; 所 做 的 功 近 似 地 表示 为 图 4.5 

AW; ~ F(&,%) * Mi iM; = P(E ,mn)Az; + QE ,7)Ayi- 
(3) 求 和 ” 变 力 F(x,y) 沿 有 向 曲线 工 所 做 的 功 近似 地 等 于 


W= Saw, ~ > [PCé&;,n)Az; + QE 7)Ay]. 
(4) 极限 令 4 一 maxfAs 3 当 4>0 时 ,上 述 和 式 的 极限 即 为 功 W 的 准确 值 , 即 


4.2 对 坐标 的 曲线 积分 


Curve integrals of coordinates 


W = lim >， [P( ,7D)Azr; + QE ,7D)Ay]. 
0 j=1 


这 种 类 型 的 和 式 极限 就 是 下 面 要 讨论 的 对 坐标 的 曲线 积分 . 
定义 4.2 设 工 是 zOy 面 上 从 点 A 到 点 B 的 一 条 有 向 光滑 曲线 ,P(z,y),QCzyy) 为 


在 L 的 上 有 界 函 数 .依次 用 分 点 A 二 M,,M,,…,M,_1,M, 一 B 将 L 分 成 n 个 小 弧 段 MoMi， 
Mi Ms，… ,M1M, ,每 小 段 M1M; 的 弧 长 记 作 As ,分 点 M; 的 坐标 记 作 (x;, yi) ,Ax 一 x; 一 
Ayi 二 yi 一 yi 二 1,2,… .在 M-IM 上 任 取 一 点 (和 7), 当 ) 一 max{tAs} 一 0 时 ， 
若 和 式 极限 


limy PS 7)Az 和 lim as,y)Ay 
20 Et 0 后 | 
存在 , 且 它 们 不 依赖 于 曲线 工 的 分 法 及 点 (&, 奴 ) 的 取 法 , 则 称 P(rz,y) 和 Q(z,y) 在 L 上 存 
在 对 坐标 x 和 y 的 曲线 积分 ,相应 的 极限 称 为 对 坐标 的 曲线 积分 (curvye integral of 
coordinate) ,或 称 为 第 二 型 曲线 积分 ,分 别 记 作 
| Poswdr 一 ln Sp mn) A | Qa.way 一 lm Se ny (4.6) 
L 0 11 L 40 1=1 
关于 定义 4. 2 的 几 点 说 明 . 
(1) 在 定义 中 , 当 li SD peg 和 lim > QE, ,Ay, 存在 时 , 式 (4. 6) 的 运算 结果 
40 1=1 hm0 11 
是 一 个 数值 ,该 数值 仅 与 被 积 函 数 P(z,y) 和 Q(zr,y) 及 有 向 曲线 工 有 关 , 而 与 曲线 工 的 分 
割 方式 及 点 (6. 刀 ) 的 取 法 无 关 , 并 且 与 积分 变量 用 哪些 字母 表示 无 关 . 
(2) 若 工 是 有 向 的 光滑 (或 分 段 光滑 ?曲线 ,函数 P(rz,y) 和 Q(z,y) 均 在 L 上 连续 , 则 


式 (4.6) 中 的 两 个 极限 同时 存在 , 换 句 话说 ,P(z,y) 和 Q(z,y) 在 L 上 对 坐标 的 曲线 积分 一 
定 存在 , 且 有 


| Pear +| acewas = | Prart Qedy. (4.7) 


为 了 方便 ， | Pe ,y)dz 十 QCzyy)dy 有 了 时 也 简 记 为 | Pdz 十 Qdy. 


(3) 平面 有 向 曲线 工 上 对 坐标 的 曲线 积分 (定义 4.2) 可 以 相应 地 推广 到 空间 情形 . 对 
于 给 定 的 有 向 光滑 (或 分 段 光滑 ) 曲 线 卫 , 若 函数 PCz,y,z),QCz,y,<) 和 有 RCzyyyz) 均 在 卫 
上 连续 , 则 它们 在 厂 上 对 坐标 的 曲线 积分 存在 , 且 有 


| PCzyyyz)dz +| QCzrz,yyz)dy +| R(xz,y,2)dz 
” . [ 


=lim2) PCS ,np, 6) Az 十 lim 2) QE nb) Ay: 于 lim > RS ,nb A 
一 0 i=1 0 i=1 一 0 i=1 


-| Plzr,y,z)drt + Q(z,y,z)dyt R(r,y,z)dz. (4. 8) 
r 


| Psy drt Qa y ddy +Ry, De 有 时 也 简 记 为 | Pdz 十 Qdy 十 Rd 


(4) 引 例 中 , 变 力 FCz,y)= 王 PCz,y)i+TQCzy)7 沿 志 从 点 A 到 点 也 所 做 的 功 可 表 
示 为 
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W = | Plz,y)dzr i+ Q(zr,y)dy. 
L 


根据 对 坐标 的 曲线 积分 的 定义 ,车 函数 PCz,y),QCz,y) 在 有 向 光滑 曲线 工 上 可 积 , 则 
有 如 下 性 质 成 立 . 
性 质 1( 线 性 性 质 ) ”对 于 任意 的 a,8ER, 函 数 aP(z,y) 十 BQ(z,y) 在 L 上 可 积 , 且 


| aP(z,y)dz 十 6BQCz,y)dy = al PCz,y)dz + 有 | Q(zr,y)dy. 
: 工 工 


性 质 2( 路 径 可 加 性 ) 如 果 曲 线 工 由 几 段 曲线 首尾 相 接 而 成 , 即 二 LUL,U…UL， 
则 函数 PCz,y) ,QCz,y) 在 L 上 的 积分 等 于 在 各 弧 段 上 的 积分 之 和 , 即 


| Par+Qdy 一 | 了 dz +Qdv 二 | Pdz 十 Qdy 十 … +| Pdz 十 Qdy. 
性 质 3( 方 向 性 ) 设 工 是 有 向 曲线 ,是 与 区 方向 相反 的 有 向 曲线 , 则 有 
| Part Qdy =—|_Pdz +Qdy. (4.9) 


式 (4.9) 表 明 , 当 积分 弧 段 的 方向 改变 时 ,对 坐标 的 曲线 积分 要 改变 符号 . 因此 ,对 坐标 
的 曲线 积分 与 积分 弧 段 的 方向 有 关 ,而 对 弧 长 的 曲线 积分 则 与 积分 弧 段 的 方向 无 关 , 这 是 求 
两 类 曲线 积分 时 一 定 要 注意 的 地 方 , 即 求 曲 线 积分 时 一 定 要 先 区 分 求 哪 一 类 型 的 积分 . 


4.2.2 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 方法 


与 求 对 弧 长 的 曲线 积分 一 样 ,对 坐标 的 曲线 积分 也 需要 转化 为 定 积分 进行 计算 . 

定理 4.2 ”如果 函数 P(rz,y) ,Q(z,y) 在 有 向 曲线 L 上 有 定义 且 连 续 ,L 的 参数 方程 为 
二 g(t),y 二 J(1)(t:aB) ,其 中 g(1) ,y(t) 在 由 a 与 8 确定 的 区 间 上 具有 一 阶 连续 导数 , 且 
曲线 的 起 点 A、 终 点 B 的 坐标 分 别 对 应 于 点 (p(Ca) ,yla)), (gq(B),y(B)), 则 曲线 积分 


| Pewar t Qedy 存在 , 且 


i p , 
| P(z,y)dz 十 QCz,y)dy = | [P(g ,VD)8 CD) +Q GD YOY dt. (4.10) 
L a 


定理 的 证 明 从 略 . 

关于 定理 4. 2 的 说 明 . 

(1) 由 定理 可 见 ,利用 式 (4. 10) 求 对 坐标 的 曲线 积分 时 ,需要 先 将 其 转化 为 定 积 分 , 基 
本 步骤 是 : 一 代 二 换 三 定 限 ,其 中 一 代 是 将 曲线 的 参数 方程 zx 一 P(i) ,y 二 y(7) 代 入 到 被 积 函 
数 PCz,y),QCz,y) 中 ; 二 换 是 将 dz ,dy 替换 为 dr 二 gg (1) dt,dy 二 (1) dt; 三 定 限 是 指 参 
数 a 对 应 于 曲线 L 的 起 点 A 并 作为 定 积分 的 下 限 ,参数 8 对 应 于 工 的 终点 B 并 作为 积分 的 
上 限 .注意 ,这 种 对 应 关系 不 能 随意 变动 , 即 参 数 a 与 8 没有 必然 的 大 小 关系 ,它们 是 由 起 点 
到 终点 的 方向 确定 的 . 

(2) 如 果 曲 线 工 由 方程 y 二 y(z) 给 出 ,上 且 y'(z) 连 续 , 取 zz 为 参数 ,将 L 用 参数 方程 x 一 
工 ,y 王 y(X) (x 从 a 变 到 02) 表示 ,其 中 对 应 于 工 的 起 点 A,b 对 应 于 L 的 终点 B, 则 有 


四 
| PCz,y)dz 十 QCz,y)dy = | [PCz,yCz)) 十 QCzy,y(Cz))y(Cz)]dz. (4.11) 
L a 
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如 果 工 由 方程 z= 二 x(y) 给 出 , 且 x (y) 连 续 , 可 取 y 为 参数 ,把 L 用 参数 方程 += 二 x(y)， 
y 二 yly 从 c 变 到 d) 表 示 , 其 中 c 对 应 于 曲线 工 的 起 点 A,d 对 应 于 工 的 终点 B, 则 有 
| Pswdrt Qady 半 | [Pew ,we 0) 十 QCzCy),y)]dy. 《4 12) 


(3) 式 (4. 10) 可 以 推广 到 空间 的 情形 . 若 空间 曲线 卫 由 参数 方程 zx 一 p(t),y 一 图 t)， 
xz 一 w(i)(t:aD) 给 出 ,其 中 op(D0 ,y(7) ,w(t) 在 由 a 与 8 确定 的 区 间 上 具有 一 阶 连续 导数 , 且 
起 点 A 和 终点 B 的 坐标 分 别 对 应 于 (g(a) ,yla) ,wba)) 与 (gC(B),y(B),w(B) ), 则 有 


| P(xz,y,z)dr + Q(x,y,z)dyt+ R(r,y,z)dz 
rT 


B 
-| [P(g yD wy CD 十 QCPGD GD ,wD Y + 


Rg(2D) ,WCGt) ,w(Ct) )o C2) Jdt. (4. 13) 
例 4.4 求 | (一 yde, 其 中 工 是 y= 从 点 000,0) 到 点 A(2,4) 的 一 段 明 线 . 
分 析 如 图 4.6 所 示 , 曲线 可 以 用 两 种 参数 方程 表示 . 利用 y 
式 (4.11) 和 式 (4.12) 将 题 中 的 积分 分 别 化 为 对 zx 和 对 yy 的 定 积 分 


y=x*\ 4[--#4 


计算 . 
解 法 一 将 工 的 方程 写成 工 =z,y 一 zs,z:0 一 2, 利 
用 式 (4. 11) ,有 


2 2 
2 2 2 4 1 3 1 5 56 
|c 多)dz fc Zz)dr (#7 ri 15- 图 4.6 
法 二 ”由 于 zx= 土 Vy 不 是 单 值 函 数 , 因 0 三 x2, 取 x=Vy， 
y:0 悦 4, 利用 式 (4.12), 有 
i , 2)_1 1 (3 3_2 2 56 
We 有 Ke 2? ) RS ol 5 ls 


易 见 ,本 题 中 的 积分 化 为 对 xz 的 定 积分 计算 要 简便 许多 . 

例 4.5 求 | zydr, 如 图 4.7 所 示 ,其 中 : 

(1) 工 是 从 点 A(a,0) 沿 着 圆周 按 逆 时 针 方向 绕 行 到 点 B(0,a) 的 
曲线 段 ; 

(2) 工 是 从 点 A(a,0) 到 点 B(0,a) 的 直线 段 . 

分 析 如 图 4.7 所 示 ,(1) 中 的 曲线 工 用 参数 方程 表示 较为 方便 ， 


因此 利用 式 (4.10) 计 算 ; (2) 中 的 曲线 工 用 直线 方程 表示 较为 方便 , 因 
此 利用 式 (4. 11) 计 算 . 


解 (1) 曲线 工 的 参数 方程 为 x 一 acost,y 一 asint,t:0 习 也 ,于 是 有 


| zydz 一 | acosD Casin) ~ asin) dr 一 一 aa [sin dcsin) 
后 0 0 


a 位 si ] ， $e 
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(2) 易 见 ,曲线 工 的 方程 为 y 二 a 一 +,x:a 悦 0, 于 是 有 


_ 0 _ a . ar? rs a 
| xyes jz ZI) dr [ze 工 ) dr ( 2 |] 6 


由 例 4.5 可 见 ,虽然 两 个 曲线 积分 的 被 积 函 数 相 同 ,起 点 和 终点 也 相同 ,但 沿 不 同 路 径 
得 到 的 积分 值 并 不 相等 . 

例 4.6 求 | ydz +2zydy 其 中 : 

(1) 工 是 抛物 线 y 一 z 上 从 O(0,0) 到 B(1.1) 的 一 段 弧 ; 

(2) 工 是 抛物 线 z= 二 y* 上 从 0(0,0) 到 B(1,1) 的 一 段 弧 ; 

(3) 工 是 有 向 折线 OAB ,这 里 0,A,B 依次 是 点 (0,0),(0,1)， 
下 

分 析 如 图 4.8 所 示 , 曲 线 工 可 由 直角 坐标 方程 表示 ,分 别 利 
用 式 (4. 11) 和 式 (4. 12) 计 算 . 

解 (1) 曲 线 工 的 方程 为 y 二 zx? ,zx:0 习 1, 故 

| yart 2zydy = [Me 十 2z。z2。2z]dz = id 一 各 因 
(2) 曲线 工 的 方程 为 zx 一 只 ,y:0 一 1, 故 
| yar + 2aydy = |e »2y++2y:*。 yjdy= way 一 1. 


a 3 


(3) | y?dz 十 2zydy 一 [yar 十 2zydy 二 | ydz 十 2zydy. 
工 Oa AB 
在 线段 OA 上 ,x 二 0,y:0 习 1, 所 以 
[ar+ 2zydy = 上 (y XO0+2xX0xy)dy=0; 
Oa 0 
在 线段 AB 上 ,y 一 1,z:0 习 1, 所 以 
| ydr + 2zydy 一 fa +2Xxzx1l1x0)dr=1. 
从 而 
| yzdz 十 2zydy 一 0 十 1 一 1. 
工 


由 例 4.6 可 见 , 对 坐标 的 曲线 积分 而 言 ,虽然 路 径 不 同 ,车 它们 具有 相同 的 起 点 和 终点 ， 
则 它们 的 值 也 可 能 相等 . 

因此 , 例 4.5 和 例 4.6 说 明 , 对 坐标 的 曲线 积分 可 能 与 路 径 有 关 , 也 可 能 与 路 径 无 关 . 我 
们 将 在 下 一 节 讨论 对 坐标 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 . 

例 4.7 求 下 列 对 坐标 的 曲线 积分 : 


(1) | zedz+ (z 十 y)dy 十 3z?dz, 其 中 丁 为 螺旋 线 : zx 二 acosi,y 二 asint,z 二 bt,t:0>n; 


(2) | zadz 十 3sy?dy 一 zydz， 其 中 卫 是 从 点 A(1.1,1) 到 点 BC3,2,1) 的 直线 段 . 

分 析 对 于 空间 曲线 ,利用 式 (4. 13) ,按照 一 代 二 换 三 定 限 的 步骤 将 曲线 积分 转换 为 定 
积分 ,再 进行 计算 . 

解 (1) 易 见 ,dr 二 一 asintdt,dy 二 acostdt,dx 二 bdt. 由 式 (4.13) 可 得 


4.2 ”对 坐标 的 曲线 积分 
Curve integrals of coordinates > 
| 2zydz 十 (z 十 y)dy 十 3zzdz 
r 


= | [一 2cscost sin’*t + a’: (cost + sint)cost + 3a’? cos’t » bl]dt 
o 


至 [Ee 2ascost sin2t + a (1 36) cos2z 十 azsintcost]dz 

0 
二 1 ， 村 和 | 
= [3 sintt+ a ta (e+ 3sin2t | 所 cos2x] | ， 


了 于 cd 后 部 流 ; 


(2) 容易 求 得 ,线段 4B 的 点 向 式 方程 为 二 5 一 > 一 人 ,参数 方程 为 zx 一 1 十 21， 


y 一 1 十 tx 一 1,t:0 一 1. 于 是 


1 
| ia + 3zy’dy— zx?ydz | [CGI 十 203X2 十 (1 十 六 2 X3]dz 
0 


3 
-| (5 十 18z 十 2722 十 16#3)dz = 27. 
0 


习 汪 是 :24.2 


1. 对 弧 长 的 曲线 积分 和 对 坐标 的 曲线 积分 有 什么 联系 和 区 别 ? 
2. 将 对 坐标 的 曲线 积分 化 为 定 积分 时 ,基本 步骤 是 什么 ? 


1. 求 | ce 十 y)dy ,其 中 了 为 抛物 线 工 一 只 上 从 点 OC0,0) 到 点 AC1,1) 的 一 段 弧 ， 

2. 求 | 一 ycoszdz 十 zsinydy, 其 中 工 为 由 点 AC0,0) 到 点 BCx,27) 的 线段 . 

3. 求 由 dz 一 ydy, 其 中 为 眉 加 三 十 入 一 1 的 边界 ,方向 为 逆 时 名 方 向 

4. 求 | dz+ydy+Cz+y 一 Dds， 其 中 卫 为 从 点 A(1,2,3) 到 点 再 (2,4,6) 的 空间 有 
向 线段 ， 

5. 求 | zydz 十 (y 一 x)dy, 其 中 工 为 沾 z 轴 由 点 A(2,0) 到 点 OC0,0) 的 线段. 


6 求 | (zt Ddrt (ydy 的 值 ,其 中 工 分别 为 : 


(1) 从 点 A(1,0) 沿 上 半 单 位 圆 到 点 B(0,1) 的 弧 ; 
(2) 从 点 A(1,0) 到 点 O(0,0), 再 从 点 OC(0,0) 到 点 B(0,1) 的 折线 . 


大 求 | C27 一 Wdrt yz)dy, 其 中 工分 别 为 : 
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(1) 从 点 A(0,0) 到 点 C(1,2) 的 线段 


(2) 从 点 A(0,0) 到 点 B(1,0), 再 从 点 B(1,0) 到 点 C(1,2) 的 折线 ; 
(3) 从 点 A(0,0) 沿 抛物 线 y= 二 2zx? 到 点 C(1,2). 


Qa 

二 来 | (一 ydz 二 (xz? 二 yr)dy, 其 中 工 是 抛物 线 y 一 2x* 上 从 点 OC0,0) 到 点 
A(1,2) 的 一 段 弧 ; 

2. 求 | zdz tydy, 其 中 了 为 国 周一 2cosg,y 一 2sing 上 由 0 一 0 到 0 一 艺 的 一 段 红 . 


求 | zydz 十 sedy 十 szds， 其 中 了 为 本 加 cosb,y 一 sing,z 一 1 一 cosb 一 sing 上 由 
0 二 0 到 0 一 2x 的 一 段 弧 . 

4 一 3 十， 其中 工 为 图 周 x* 十 一 ,方向 为 半 时 针 方向 

5. 在 过 点 O(0,0) 和 A(x,0) 的 曲线 族 y= 二 bsinz (65>0) 中 , 求 一 条 曲线 工 , 使 沿 该 曲线 
上 从 到 A 的 积分 | (1 十 yydz 十 (2z 十 ydy 的 值 最 小 

6. 设 有 力 场 二 yi 一 zj 十 (x 十 y 十 z)k, 求 在 力 场 下 的 作用 下 ,质点 由 点 A(a,0,0) 沿 螺旋 


线 下 移动 到 点 B(a,0,c) 所 做 的 功 .其 中 本 的 方程 为 z=acostry=asints 一 起 1,0<1<2n. 


,3 格林 公式 及 其 应 用 


The Green formula and its applications 


在 计算 二 重 积 分 时 ,对 积分 区 域 的 边界 要 求 较 高 ,如 果 积 分 区 域 的 边界 曲线 相对 复杂 ， 
计算 二 重 积分 就 会 相当 困难 . 然而 当 被 积 函 数 满足 特定 条 件 时 ,可 以 避 开 计算 繁杂 的 二 重 积 
分 ,将 其 转化 为 计算 某 个 对 坐标 的 曲线 积分 . 反 过 来 .对 于 有 些 形式 复杂 或 难以 处 理 的 对 坐 
标的 曲线 积分 ,如 果 将 其 转化 为 计算 二 重 积分 ,问题 可 能 会 得 到 简化 . 本 节 首 先 讨论 在 闭 区 
域 D 上 的 二 重 积分 与 在 忆 的 边界 曲线 L 上 的 对 坐标 的 曲线 积分 之 间 的 关系 , 即 格林 公式 ; 
然后 给 出 对 坐标 的 曲线 积分 与 积分 路 径 无 关 的 几 个 等 价 条 件 . 


4.3.1 格林 公式 


为 讨论 方便 ,我 们 首先 介绍 平面 单 连 通 区 域 的 概念 . 

设 DD 为 平面 区 域 ,如 果 在 D 内 的 任意 一 条 闭 曲线 所 围 的 内 部 区 域 总 是 包含 在 D 内 , 则 
称 DD 为 单 连通 区 域 ,否则 称 为 复 连 通 区 域 . 

从 几何 直观 上 看 , 单 连通 区 域 就 是 不 带 “ 洞 "(包括 点 “ 洞 ”) 的 区 域 , 复 连通 区 域 是 带 “ 洞 ” 
(包括 点 “ 洞 ”) 的 区 域 . 2. 1 节 中 曾 给 出 了 一 些 平面 区 域 的 例子 ,如 单 连通 的 圆 形 区 域 
{(z;,y) |z 十 y 二 ”) 、 复 连通 的 圆 环 域 {(z,y)11 二 x? 十 y* 三 4) 等 . 

由 于 对 坐标 的 曲线 积分 与 积分 曲线 工 的 方向 有 关 , 我 们 还 需要 规定 平面 闭 区 域 的 边界 


4.3 格林 公式 及 其 应 用 
The Green formula and its applications 


曲线 的 正方 向 . 

对 于 给 定 的 平面 闭 区 域 D 及 其 边界 曲线 工 ,按照 右手 法 则 ,规定 工 的 正方 向 为 : 当 某 人 
沿 着 闭 曲线 二 行进 时 , 闭 区 域 D 在 他 近 处 的 那 一 部 分 总 在 他 的 左 侧 . 反之 为 L 的 负 方 向 . 例 
如 ,对 于 单 连通 区 域 D, 边 界 曲 线 工 的 正 向 是 逆 时 针 方 向 ,如 图 4. 9(a) 所 示 ; 对 于 由 边界 曲 
线 L 及 1 所 围 成 的 复 连通 区 域 D, 如 图 4.9(b) 所 示 , 作 为 D 的 正 向 边界 ,L 的 正方 向 是 逆 时 
针 方 向 ,而 7 的 正方 向 是 顺 时 针 方 向 . 


(a) (b) 


4.9 
定理 4.3 设 有 界 闭 区 域 由 分 段 光滑 的 闭 曲 线 于 成 , 丽 数 PCz,y),Q(z,y) 及 其 全 
导数 2 全" 好、 和 8 纤 ' 迪 在 D 上 连续 , 则 有 


aQ 3aP 
I 有 ¥ - 祁 Jaray 中 Pdz Fly; (4.14) 


其 中 曲线 工 取 正 方向 . 式 (4. 14) 称 为 格林 公式 (Green formula). 

分 析 根据 函数 P(z,y) 和 Q(z,y) 的 相关 信息 对 号 人 座 .根据 区 域 特点 分 别 将 二 重 积 
分 化 为 累 次 积分 ,然后 将 其 约 化 为 定 积分 ; 将 对 坐标 的 曲线 积分 化 为 定 积分 . 

证 根据 DD 的 不 同形 式 , 分 3 种 情形 证 明 . 

(1) 车 区 域 D 既是 X 型 区 域 又 是 Y 型 区 域 , 如 图 4. 10(a) 和 (b) 所 示 . 


yl 


d 
Li:x=W(») 
> DO) 


(a) (b) 


Ly=p(x) 


SE 


图 4.10 
设 X 型 区 域 D 表示 为 D={(z,y) pi(z) 三 yo (zx) ,a 二 x 二 5), 如 图 4.10(a) 所 示 . 因 
为 2 在 D 内 连续 ,对 一 重 积分 | 如 drdy 进行 约 化 ,有 


(zx) b 
ee z= pe, dy -| LPCz,pz(z)) 一 PCzyPl(Cz))]dz. 


17) 
i 进行 约 化 ,如 图 4. 10(a) 
所 示 , 有 
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四 a 
中 Pdz= | Pdz +| Pdz = | P(rsp (a) drt | Psp a) de 
L La L, a 五 


b 
| [PCz,w (zz)) 一 PCz,p(z))]dz. 
综 上 有 
-| earay = Pdz. (4.15) 


设 Y 型 区 域 D 表示 为 D={(z,y) |g(y) 志 zx 三 Jp(y),c 声 y 壹 d}) ,如 图 4.10(b) 所 示 . 类 
似 地 可 证 


| 38aray =$ Qay. (4.16) 
了 L 


D 
由 于 DD 既是 X 型 区 域 又 是 Y 型 区 域 , 式 (4. 15) 和 式 (4. 16) 同时 成 立 , 合 并 后 即 得 
式 (4. 14). 
(2) 当 D 是 一 般 形 式 的 单 连通 区 域 时 ,可 用 几 段 光滑 曲线 将 DD 分 成 若干 个 既是 X 型 又 
是 Y 型 的 区 域 ,如 图 4. 11 所 示 , 将 DD 分 成 3 个 既是 X 型 又 是 Y 型 的 区 域 D, ,D: ,D:. 
由 式 (4. 14) 知 ,格林 公式 在 这 3 个 区 域 上 成 立 , 即 


(2 _9P judy 一 中 ja + Qdy; 


az ay 


D) 

3 ap 3: 
[|( 妆 jardy 加 中 Pdz Qdy; 
D, 


人 (2 > Jardy = 中 ji Pd + Qdy. 


oar 9y 
D3 人 
将 上 述 三 个 等 式 相 加 ,并 且 注 意 到 图 4.11 
|_Paz FQily [Pu 十 Qdy 十 [Pde +Qdy =0. 
CA AB BC 


因此 ,格林 公式 在 区 域 D 上 成 立 . 

(3) 当 厂 为 复 连通 区 域 时 ,可 用 光滑 曲线 将 D 分 成 若干 个 单 连通 区 域 ,从 而 变 成 (2) 的 
情形 ,如 图 4. 12 所 示 . 

对 于 复 连通 区 域 D, 格 林 公 式 (4. 14) 的 右 端 应 包括 沿 区 域 
DD 的 全 部 边界 的 曲线 积分 , 且 边 界 的 方向 对 于 区 域 D 来 说 都 是 
正 向 的 . 证 毕 

关于 定理 4. 3 的 几 点 说 明 . 

(1) 在 计算 一 些 问 题 时 ,必须 在 满足 定理 的 条 件 下 才能 使 
用 格林 公式 (4. 14) ,否则 会 得 到 错误 的 结果 . 参见 例 4. 11. 

(2) 在 利用 格林 公式 求 对 坐标 的 曲线 积分 时 ,曲线 工 是 闭 
曲线 .车工 不 封闭 则 可 以 添加 辅助 线 使 其 封闭 .然后 利用 格林 图 4.12 
公式 计算 ,但 同时 还 要 减 去 添加 辅助 线 部 分 的 曲线 积分 . 在 利用 
格林 公式 求 曲 线 积 分 时 ,这 是 常用 的 一 种 方法 . 

i 


(3) 在 定理 中 , 若 PCz,y) y.Q(z.y) 一 z, 有 一 未 
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The Green formula and its applications 人 
3S 一 jw = 部 zo- ydr, (4.17) 


其 中 S 是 由 闭 曲 线 工 转 成 的 区 域 的 面积 . 因此 ,也 可 以 通过 
式 (4. 17) 计 算 平 面 图 形 的 面积 ,参见 例 4. 12. 

例 4.8 求 } zy*dy 一 adz， 其 中 工 为 圆周 x? 十 y= 二 R? 依 道 
时 针 方 向 . 

分 析 ”验证 格林 公式 成 立 的 条 件 ,利用 格林 公式 (4. 14) ,将 题 
中 的 曲线 积分 化 为 二 重 积分 进行 计算 . 

解 曲线 工 围 成 的 区 域 如 图 4. 13 所 示 . 由 题 意 知 , P 一 
一 Zz*y,Q 二 xy? ,L 的 方向 为 区 域 边 界 的 正 向 ,所 以 满足 格林 公式 的 条 件 . 故 由 格林 公 
式 (4. 14), 有 


关 2x R 4 
bzyrdy— zydz = + zdrdy = | do) rrdr = BE. 
L D 0 0 2 


4. 13 


例 4.9 求 | (ersiny 十 8y)dz 十 (escosy 一 7z)dy, 其 中 工 是 从 » 


OC(0,0) 到 A(6,0) 的 上 半圆 周 . 

分 析 通过 添加 一 段 简单 的 辅助 曲线 ,使 它 与 所 给 曲线 构成 
一 封闭 曲线 ,然后 利用 格林 公式 把 所 求 曲 线 积分 化 为 二 重 积 分 计 
算 ,但 同时 还 要 减 去 添加 的 曲线 的 曲线 积分 . 4.14 

解 ”曲线 工 的 图 形 如 图 4. 14 所 示 , 添 加 有 向 线段 AO: y=0,zx 
从 6 到 0, 使 得 它们 围 成 一 个 封闭 的 有 界 区域 D. 显然 被 积 函数 满足 定理 4. 3 的 条 件 , 故 由 
格林 公式 (4. 14) ,有 


(x-3) +y =9 


' (ersiny 十 8y)dz 十 (escosy 一 7z)dy 
到 县 (ersiny 十 8y)dz 十 (ercosy 一 7z)dy 一 


卜 (ersiny 十 8y)dz 十 (escosy 一 7z)dy 
古 


9 
-|[ 六 (esiny + ey 去 Ce cosy 7z)]dzdy 0 
D 


_135. 
357. 


例 4. 10 olb drdy, 其 中 也 是 以 0(0,0),A(1,1),B(0,1) 


为 顶点 的 三 :角形 闭 区 域 ， 如 图 4. 15 所 示 . 
分 析 根据 格林 公式 (4. 14), 找 到 对 应 的 函数 PCz,y) 和 
Q(z,y) ,然后 将 题 中 的 二 重 积 分 化 为 曲线 积分 进行 计算 . 


解 令 P=0oQ=zey, 则 8 一 芒 =e .由 格林 公 
式 (4.14) 有 


图 4.15 
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J] dzdy = ee dy= Jz dy = [ze dz = lL 下- 
例 4.11 求生 二 3 其 中 工 为 一 条 无 重点 ,分 眉 光 少 且 不 经 过 原点 的 连续 闭 由 
线 , 的 方向 为 逆 时 针 方 向 . 


分 析 易 见 ,被 积 函 数 在 坐标 原点 的 偏 导数 不 存在 ,因此 需要 根据 L 所 围 成 的 闭 区 域 
中 是 否 包含 原点 而 分 两 种 情况 讨论 . 


解 令 P(zr,y) ZT "Qty) = ty ,上 所 围 成 的 闭 区 域 为 D, 则 当 zx? 十 y* 关 0 
时 ,有 


(1) 当 (0,0)D 时 ,由 格林 公式 (4. 14) 得 
xdy— ydzx 
b z+y 
(2) 当 (0,0) ED 时 ,选取 适当 小 的 二 0 作 位 于 内 的 圆周 !: 
十 y 二 rr. 记 L 和 1 所 围 成 的 闭 区 域 为 D, ,如 图 4.16 所 示 . 对 于 图 4.16 
复 连通 区 域 Di ,应 用 格林 公式 (4. 14) 得 
Zdy 一 ydz ， Zdy 一 yd Zdy 一 ydz Zdy 一 ydz 
zy 中 wy b Ee $ Z2 十 六 bs 
其 中 工 和/ 的 方向 均 为 逆 时 针 方向 . 于 是 
~ zdy— ydzx xzdy— ydzr 2 12 cos20 十 72 sin20 
由 Zz 二 中 zy | 2 业 
例 4. 12 求 椭圆 z= 二 acos0 十 2,y 二 bsin9 十 1(0<9<2x) 所 围 成 图 形 的 面积 S. 
分 析 根据 式 (4.17) 计 算 . 
解 ” 由 式 (4.17) 可 得 


局 2x 
S 一 3 zay 一 ydz = a (ab cos*0+ 2bcos0 + ab sin20 十 asing)d0 


27. 


0 


1 2r 
= ab | d0 = xab. 
2 o 


4.3.2 平面 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 


在 有 些 情况 下 ,如 由 例 4.6 可 见 , 在 求 对 坐标 的 曲线 积分 时 ,最 终 的 结果 只 与 起 点 和 终 
点 有 关 , 而 与 沿 着 哪 条 曲线 计算 无 关 . 事实 上 ,这 种 情况 不 是 偶然 出 
现 的 ,只 要 拟 解决 的 问题 满足 一 定 的 条 件 ,就 可 以 达到 这 样 的 效果 . 
这 种 情况 在 研究 物理 ,力学 中 的 一 些 问 题 时 经 常 遇 到 .下面 我 们 讨 
论 在 怎样 的 条 件 下 平面 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 为 此 首先 给 出 平面 曲 
线 积分 与 路 径 无 关 的 概念 . 

设 函 数 P(z,y) ,Q(z,y) 在 平面 区 域 D 内 具有 一 阶 连续 偏 导 
数 , 若 对 于 D 内 任意 给 定 的 两 个 点 A,B 及 区 域 D 内 从 点 A 到 点 B 图 4.17 
的 任意 两 条 分 段 光滑 曲线 Li ,La ,如 图 4.17 所 示 , 都 有 
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| Pdr+Qdy = | Pdz + Qdy, 
I Ls» 


则 称 曲 线 积分 | Pu 十 Qdy 在 DD 内 与 路 径 无 关 , 否 则 称 为 与 路 径 有 关 . 


定理 4.4 设 函 数 P(z,y),QCz,y) 在 单 连通 区 域 D 内 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 下 列 4 
个 条 件 相互 等 价 : 


GD 出 线 积分 | Pdz + Qdy 在 六 内 与 路 径 无 关 , 只 与 二 的 起 点 和 终点 有 关 ; 


(2) Pdz+Qdy 是 DD 内 某 一 丽 数 4 的 全 微分 , 即 在 D 内 存在 丙 数 (zx,y) ,使 得 
du = Pdz + Qdy; 
apP_aQ 
xz; 
(1) 沿 D RS =0. 


分 析 定理 中 的 4 个 条 件 相互 等 价 的 意思 是 指 它 们 之 间 互 为 
充分 与 必要 条 件 ,可 以 用 循环 推导 的 办 法 证 明 这 个 定理 . 
证 (1) 之 (2) 设 A(Czo,yo) 为 也 内 某 一 定点 ,BCz,y) 为 任 
意 一 点 ,如 图 4. 18 所 示 . 
由 已 知 ,| ~Pdz 十 Qdy 的 值 仅 与 点 B 有 关 而 与 积分 路 径 天 
关 , 当 B(x,y) 在 D 内 变动 时 ,上 述 积分 是 点 BCz,y) 的 函数 , 设 为 
i yy = JaPar t+Qdy = J Pdz +Qdy. (4.18) 
下 面 证 明 u(x,y) 的 全 微分 就 是 Pdz 十 Qdy. 因为 PCz,y),QCz,y) 都 是 连续 的 ,所 以 只 


需要 证 明 中 一 PCz,y) 和 天 一 QCzvy)， 根据 偏 导数 定义 ,有 


(3) 在 DD 内 ， 恒 有 > 


图 4.18 


ou i &(Z 十 Az,y) 一 zkCzyy) 
9r ar-0 Ar “ 


由 式 (4. 18) 得 
(rzHar,y) 
u(x Ax,y) -| PCz,y)dz 十 QCz,y)dy. 


Cz0 30) 


这 里 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 可 以 取 先 从 A(zo ,yo) 到 B(z,y) ,然后 沿 平行 于 x 轴 的 直线 从 
也 到 CCz 十 Az,y) 作 为 上 式 右 端的 曲线 积分 的 路 径 , 于 是 有 


(rtAr,y) 


uCz + Arsy) 一 uc 二 | Pdz 十 Qdy， 


(zn 


即 
(rtAr,y) 
uCz + hry) — ursy) = | Pdz + Qdy. 


Cz) 


因为 直线 段 BC 的 方程 为 y= 常数 ,根据 求 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 方法 ,上 式 成 为 
&(r 十 Ar,y) — u(r,y) = [Pewar. 


由 定 积分 中 值 定理 可 得 
az 十 Az,y) 一 xzCzyy) 一 Pr 十 人 Ar,y)Arz (0 委 0 委 1). 
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上 式 两 边 除 以 Az ,并 令 Ax 习 0, 由 于 P(xz,y) 的 偏 导数 在 D 内 连续 ,P(z,y) 本 身 也 一 
定 连 续 , 于 是 得 
au 


= P(xz,y). 
9 并 
同 理 可 得 
和 = Q(z,y). 
于 是 有 


du = Pdz 十 Qdy. 
(2) 全 (3) 设 存在 函数 u(x,y) ,使 得 
du = Pdz 十 Qdy， 


对 应 有 
Du Du _ 
本 
进一步 地 
gaP ak aaQ du 
ay grgy” ar ayor 
Rs Mi _ Oi 
因为 与 坡 连 续 ,所 以 3 5y3z" 从 而 有 
aP _ 2Q 
ay ax’ 


(3) 二 (4) 设 L 为 D 中 任 一 分 段 光滑 的 封闭 曲线 , 记 工 围 成 的 区 域 为 Di ,由 于 是 单 
连通 区 域 ,所 以 D, 全 属于 DD 内 ,应 用 格林 公式 及 条 件 (3) 可 得 


中 Pdz HQdy I judy 0. 


9y 
(= 一 (1) 设 A,B 为 L 的 起 点 和 终点 , 任 取 两 条 路 线 AMB 和 ANB ， B 
如 图 4. 19 所 示 , 由 (4) 得 M 
， Pdz 十 Qdy = 0， 
AMBNA 4 N 
所 以 
图 4.19 
[PdrtQdy + | ~ Pdr + Qdy =0% 
AMB BNA 
即 


| 一 Pduz+ady =--| 一 Pdz+ady 一 | 一 Pdz+aodv， 
AMB BNA ANB 


因此 ,该 积分 值 与 路 径 无 关 . 证 毕 
关于 定理 4.4 的 几 点 说 明 . 
(1) 在 定理 中 ,要 求 区 域 D 为 单 连通 区 域 , 且 函数 P(z,y),Q(z,y) 在 D 内 具有 一 阶 连 
续 偏 导数 . 如 果 这 两 个 条 件 之 一 不 能 满足 ,那么 定理 的 结论 不 能 保证 成 立 . 例如 ,在 例 4. 11 


中 我 们 已 经 看 到 , 当 所 围 成 的 区 域 含有 原点 时 ,虽然 除去 原点 外 , 恒 有 58 一 ,但 沿 闭 出 
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线 的 积分 中 Pdz 十 Qdy 天 0, 其 原因 在 于 区 域内 含有 破坏 函数 PCz,y),Q(z,y) 及 29 ,5 
续 性 条 件 的 点 0, 这 种 点 通常 称 为 奇 点 (singularity). 


(2) 由 定理 的 证 明 过 程 可 见 ,车 函数 P(z,y) ,Q(z,y) 满 足 定理 的 条 件 , 则 二 元 函数 
u(xsy) = [> 


Czov30 


PCz,y)dz 十 QCz,y)dy 
) 


满足 

du(z,y) 一 PCz,y)dz 十 QCz,y)dy， 
称 wx(z,y) 为 表达 式 P(z,y)dz 十 QCz,y)dy 的 原 函 数 . 此 时 ,因为 了 
式 (4.18) 右 端的 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 故 可 选取 从 (zo,yo) 到 (z,y) 
的 路 径 为 图 4. 20 中 的 折线 ARB 为 积分 路 径 , 这 时 得 


SCro,y) _ BC,»y) 


x y 

(x, ,=| PEs )dz 十 | (zx,y)dy. (4.19) 

ey 2 RS Ce A(xo, y0) R(x, yo) x 
同 理 ,在 式 (4.18) 中 取 ASB 为 积分 路 径 , 则 得 0 


u(x,y) = | QCzo,y)dy + PCzyy)dz.。 (4. 20) 图 4.20 
2 


To 
例 4.13 求 | (zz 十 2zy)dzr 十 (zx? 十 y')dy, 其 中 工 为 由 点 
0O(0,0) 沿 y=sin 宇 到 点 B(1,1) 的 曲线 . 


分 析 如 图 4.21 所 示 , 在 此 曲线 上 进行 积分 计算 较 繁 ， ) 
可 验证 此 题 是 否 满足 定理 4.4 的 条 件 (3) ,如果 满足 ,再 找 一 。 |----- 


条 简单 的 路 径 进 行 计算 . 
解 令 P(rx,y)=zx’ 十 2Ty,Q(z,y)= 二 zx? 十 y'. 容易 求 得 
二 22y) 27， 2 六 (+2) 2z， A(1.0) 
即 人 一 引 在 整个 xOy 坐标 面 上 ( 单 连 通 区 域 ) 成 立 , 且 宫 ， 图 4.21 
3 在 整个 zxOy 坐标 而 上 连续 ,所 以 该 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 取 点 AC1,0) 点 ,选取 路 径 OX 和 
AB, 有 


| (xz: 二 2xy)dzr 二 (zx 十 y)dy= 长 _ (zz 十 2zy)dz 十 (zz 十 兴 )dy 
L ri 


了 1 
可 | zedz 十 | Qt+yddy = 所 
. 8 15 


例 4.14 验证 (zz 十 2zy 一 史 )dz 十 (zz 一 2zy 一 史 )dy 是 某 个 函数 的 全 微分 ,并 求 出 该 
函数 . 
分 析 ” 先 验证 此 题 是 否 满足 定理 4. 4 的 条 件 (3) ,再 沿 着 特殊 路 径 进 行 积 分 , 求 出 要 求 
的 函数 . 
解 令 P=zx’: 十 27y 一 y,Q 二 zx: 一 27y 一 y. 因 为 
00 _»_ -3P 
2z 一 27 = ay” 
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易 见 ,5 ,3x 在 整个 zxOy 面 上 连续 ,所 以 (zx? 十 2xy 一 yy )dzr 十 (zx 一 2xy 一 y)dy 是 某 个 函 
数 的 全 微分 ,可 选取 图 4. 22 中 的 折线 OAB 为 积分 路 径 , 得 了 
uCzyy) 一 | (z+2zy — ydr+ (rz —2ry— ydy 


一 站 + 一 2zy 一 交 )dy 
o o 


A(x, 0) x 


3 3 
一 二 
4. 22 


例 4.15 对 任意 的 光滑 曲线 工 , 设 曲线 积分 | 十 3y9p(z)dy 与 路 径 无 关 , 其 中 
p(X) 具 有 连续 的 导数 , 且 pg(0) 二 0, 求 g(x) ,并 求 | ayia + 3y:9(zx)dy. 


分 析 根据 定理 4. 4 的 条 件 革 一 32 求 出 9p(z) ,再 求 曲线 积分 . 
解 令 PCz,y) 一 zy ,QCzyy) 一 3 史 2 9P(CZ). 容易 求 得 
oQ _ 


二 3zy2， ar 3y28/ (2) 


根据 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 守 一 ,所 以 有 3y*y (xz)==3zy*. 因 此 


PCz) = 到 +C. 


由 pg(0)=0 得 ,C=0, 即 p(x) zx? , 故 


,下 1 1 3 
‖ zysdz 十 3y2p(zr)dy | 0dz 二 ydy ’ 
0 2 2 


(0,0) 


习题 4.3 


思 / 考 ; 题 


. 应 用 格林 公式 求 曲线 积分 或 二 a 
2. 定理 4.4 中 四 个 命题 相互 等 价 的 条 件 是 什么 


Qa 
1. 求 由 zy?dy 一 x?ydz， 其 中 工 为 图 周 zx 十 y* 一 4 取 半 时 针 方 向 
2. 求 | tay dr tydy, 其 中 二 是 棋 国 2 十 %2 一 1 在 第 一 、 第 二 象限 的 部 分 ,方向 


从 点 A( 一 2,0) 到 点 B(2,0). 
3. 验证 (2zcosy 一 ysinz)dz 十 (2ycosz 一 zzsiny)dy 是 某 个 函数 的 全 微分 ,并 求 出 该 
函数 . 


4.4 对 面积 的 曲面 积分 
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4. 求 | (e" 十 z)dz 十 (ze 一 2y)dy, 其 中 工 是 从 点 OC(0,0) 到 点 B(1,1) 再 到 点 C(1,2) 
工 


的 任意 弧 段 . 
5. 利用 曲线 积分 求 星 形 线 zx 一 2cosst,y 一 2sinst 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 


(x1) 
6. 求 常数 4, 使 1 一” zyrdz 十 ziydy 与 路 径 无 关 ,并 求 1 的 一 个 表达 式 . 
Ts. 求 | (esiny 一 my)dz 十 (ecosy 一 m)dy, 其 中 二 是 从 点 A(2,0) 到 点 O(0,0) 的 上 半 
圆周 zx 十 只 一 


ED 
1, rd 其 中 工 为 连接 从 点 A(1,3) 到 点 B(3,5) 的 某 曲 


线 , 且 工 与 其 上 方 的 直线 AB 所 围 成 的 面积 为 m 


2. 求 中 ee HE ， 其 中 王 为 以 点 (1,0) 为 中 心 ,及 为 半径 的 圆周 (R>1), 取 逆 时 针 方向 . 


3. 设 F(5zy) 关 于 中 间 变 量 x 一 5zy 具有 连续 的 一 阶 导数 ,证 明 :中 fC5zy) Cydz 十 
Zzdy) 二 0, 其 中 工 是 任意 给 定 的 分 段 光滑 闭 曲线 . 

4. | Lesiny —2yJde + [ercosy — 4zJdy, 其 中 AMB 通 过 点 A(2,0),M(3, 一 1)， 
B(4,0) 的 半圆 周 . 

5. 求 | [esiny 一 b(z 十 y)Jdz 十 (ecosy 一 ar)dy,， 其 中 a,b 为 正常 数 , 工 为 从 点 


A(2a,0) 沿 曲线 y 一 V2az 一 x? 到 点 O(0,0) 的 弧 . 
6 求 2 下 2 下 在 右 半 平面 (z>0) 内 的 一 个 原 函 数 . 


7. 求 lim | ee 二 cos2zy 一 3y)dz 十 (esin2zy 一 6?)dy(b 之 0)， 其 中 三 是 依次 连 


接 ACas0),B(a, 焉 ),E(0, 焉 ],OC0,0) 的 有 向 折线 (e [edx 三 树 } 


ES 对 面积 的 曲面 积分 


Surface integrals of area 


本 节 的 主要 内 容 包 括 对 面积 的 曲面 积分 的 概念 ,性 质 及 其 计算 方法 等 . 从 数学 上 讲 , 这 
些 内 容 是 由 对 弧 长 的 曲线 积分 的 相关 内 容 推 广 而 来 的 , 即 由 曲线 推广 到 曲面 . 


4.4.1 基本 概念 及 性 质 


在 4.1 节 中 ,我 们 利用 “分 割 、 近 似 、 求 和 ,极限 ”这 四 个 步骤 计算 了 曲线 形 构件 的 质量 
并 抽象 出 了 对 弧 长 的 曲线 积分 的 概念 . 作为 一 种 推广 ,所 考虑 的 问题 是 求 密度 分 布 不 均匀 的 
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曲面 块 的 质量 . 设 p(x,y,z) 为 连续 的 密度 函数 ,仍然 沿用 这 四 个 步骤 ,即将 曲面 分 割 后 得 到 


nn 个 小 曲面 块 AS;(i 二 1,2,…,n) ,AS; 既 表 示 第 i 个 小 曲面 块 又 表示 其 面积 ,在 AS; 上 任意 
取 定 一 点 ( 生 ,% ,4) , 当 4 一 max{AS; 的 直径 }>0 时 ,曲面 块 的 质量 为 


M = lim >)p(& ,m5) ASi. 
| 


定义 4.3 设 三 是 空间 中 可 求 面 积 的 曲面 ,函数 f(z,y,x) 在 上 有 界 .将 曲面 任意 
分 成 n 个 小 曲面 块 AS;(i 二 1,2,…,n) ,AS; 也 表示 第 i 个 小 曲面 块 的 面积 , ($5,w,&) 是 AS， 


上 任意 取 定 的 一 点 ,4 一 max {AS; 的 直径 }. 车 和 式 极限 lim > (8 ,95)AS, 存在 , 且 与 分 
<i<n ~0 全 
割 方式 和 点 (5 ,nh,&) 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 函数 f(z,y,x) 在 曲面 上 对 面积 的 曲面 
积分 (surface integrals of area) ,或 称 第 一 型 曲面 积分 , 记 作 上/ (zy,<)dS， 即 

互 


由 eveas= lim >) f(&;,m%,8)AS;, (4.21) 
0 md 


其 中 f(z,y,z) 称 为 被 积 函 数 ,3 称 为 积分 曲面 . 
关于 定义 4.3 的 几 点 说 明 . 


QD 在 定义 中 , 当 lim > 7(6 ,9 5)AS, 存在 时 , 式 (4.21) 的 运算 结果 是 一 个 数值 ,该 数 


值 仅 与 被 积 函数 fCz,y,z) 及 曲面 三 有 关 , 而 与 曲面 王 的 分 法 及 点 (和 ,5) 的 取 法 无 关 , 并 
且 与 积分 变量 用 哪些 字母 表示 无 关 . 

(2) 若 卫 是 光滑 (或 分 片 光 滑 ) 曲面 ,函数 f(z,y,x) 在 上 连续 ,根据 定义 可 以 证 明 ， 
f(z,y:z) 在 5 上 对 面积 的 曲面 积分 一 定 存在 .若是 封闭 曲面 , 则 f(x,y,x) 在 上 对 面积 


的 曲面 积分 记 作 人 rz,y,=)ds， 


2 

(3) 在 (2) 中 提 到 了 光滑 曲面 或 分 片 光滑 曲面 . 所 谓 的 光滑 曲面 ,是 指 在 曲面 上 的 每 一 
点 都 有 切 平面 , 且 切 平面 的 法 向 量 随 着 曲面 上 的 点 的 连续 变动 而 连续 变化 ， 所 谓 的 分 片 光 
滑 曲面 ,是 指 曲 面 由 有 限 个 光滑 曲面 逐 片 拼接 而 成 . 例如 ,球面 是 光滑 曲面 ,长 方 体 的 边界 面 
是 分 片 光滑 的 . 注意 ,本 节 讨论 的 曲面 都 是 指 光 滑 曲面 或 分 片 光滑 曲面 . 

(4) 由 定义 可 知 , 引 例 中 所 求 的 非 均匀 材质 的 曲面 块 的 质量 M 等 于 面 密度 pCz,y,x) 在 
出 面 号 上 对 面积 的 曲面 积分 , 即 M = |ocz,y,=)ds. 特别 地 , 当 p(z,y,=)=1 时 ,有 |us = 

过 


S, 其 中 S 为 曲面 3 的 面积 . 
下 面 给 出 对 面积 的 曲面 积分 的 性 质 . 这 里 仅 列 出 对 面积 的 曲面 积分 的 线性 性 质 和 拼接 
曲面 的 可 加 性 ,其 中 假设 函数 f(z,y,z),g(z,y,z) 在 曲面 上 可 积 . 
性 质 1( 线 性 性 质 ) ”对 于 任意 的 a,BER, 函 数 af(z,y,x) 十 Bg(zx,y,x) 在 上 可 积 , 且 有 
Tereya 十 语 (Czyy,z)]ds = 由 rcrsysads +Bllg (x,y,z)dS. 
FE 了 


3 


性 质 2( 拼 接 曲面 的 可 加 性 ) ”车 曲面 号 由 几 片 曲面 拼接 而 成 , 即 3=3,U3U… U5， 
则 函数 f(x,y,x) 在 上 的 积分 等 于 在 各 片 曲面 上 的 积分 之 和 , 即 
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he yz)dS = Neras tres z)dS 十 … -+he, yz)dS. 


4.4.2 对 面积 的 曲面 积分 的 计算 方法 


在 重 积分 的 应 用 中 ,我 们 曾经 利用 二 重 积 分 的 方法 求 过 曲面 的 面积 ,结合 对 面积 的 曲面 
积分 的 定义 ,可 得 如 下 定理 . 

定理 4.5 设 光滑 曲面 的 方程 为 > 二 z(x,y)((z,y)ED), 且 函数 f(r,y,z) 在 3 上 
连续 , 则 有 


Je: yz)dS = jc ,yyz(zyy)] V1 十 叶 (zy) 十 于 (zy)dzdy。 5 


关于 定理 4.5 的 几 点 说 明 . 

(1) 由 定理 可 见 , 求 对 面积 的 曲面 积分 时 需要 先 将 其 转化 为 二 重 积 分 ,基本 步骤 是 一 代 
二 换 三 投影 ,其 中 一 代 是 将 被 积 函 数 f(z,y,x) 中 的 x 用 曲面 的 方程 > 二 x(x,y)( 有 时 需要 
从 曲面 方程 FCz,y,z) 王 0 中 找到 z= 二 z(x,y)) 代 入 ; 二 换 是 将 面积 微分 dS 用 公式 dS= 
V1 十 过 (zy) 十 的 (z,y) 替换 ; 三 投影 是 指 将 曲面 方程 = 二 z(x,y) 往 zOy 坐标 面 上 投影 ， 
作为 二 重 积 分 的 积分 区 域 . 

(2) 车 曲面 5 的 方程 由 y= 二 y(z,z) 或 + 二 zx(y,z) 给 出 ,也 有 类 似 的 公式 , 即 根据 曲面 方 
程 的 特点 ,将 其 向 xOz 坐标 面 或 yOx 坐标 面 投影 ,相应 的 公式 分 别 为 


freesy,sas 一 [tzsyc,s) ,2] Vl+ yz,2) + yz,2) drdz; (4.23) 
5 pb,, 


eyes 一 外 ce V1 十 zy(y,z) 十 zz(y,z) dydz. (4.24) 


例 4.16 求 0 二 18. 其中 了 是 球面 + 二 = 一 人 
ZX 3 


分 析 注意 到 积分 曲面 3 的 方程 和 被 积 函 数 中 都 含有 xz? 十 十 2 , 故 可 以 将 曲面 的 
方程 十 十 xz? 二 4 代入 到 被 积 函 数 中 . 


Xtrx4 dx. 


2 ls 
解 
(1 和 1 外 
例 4. 17 求 |e +y+ads， 其 中 也 是 平面 > 十 = 一 6 被 柱 面 
2 


Zz! 十 y? 二 36 截 得 的 部 分 . 

分 析 根据 积分 曲面 的 特点 ,将 曲面 往 zxOy 坐标 平面 上 投影 , 故 
可 利用 式 (4. 22) 计 算 , 步 又 为 一 代 二 换 三 投影 . 

解 ”积分 曲面 为 z=6 一 y, 如 图 4.23 所 示 , 其 投影 区 域 和 面积 微 元 
分 别 为 


D, = {(z,y) | zx 二 +y: < 36}, 
dS= Vl+i+xi(z,y)++zi(z,y) drdy = V1I 十 0 十 1dzdy = V2dzrdy. 图 4.23 
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故 有 
le 十 y 十 x)dS= 好 | e+y 十 6 一 y)dzdy 一 好 | 二 xz)dzrdy 
E D 5. 


zy zy 


‘2x 6 
= V2 | ao| (6++rcosOrdr = 216V2r. 
o o 


二 1 在 第 一 卦 限 中 的 部 


例 4.18 来 (22+ w+ jas， 其 中 三 为 平面 于 十 过 十 三 


分 ,如 图 4. 24 所 示 . 

分 析 与 上 题 类 似 . 

解 、 积 分 曲面 为 < 一 4 (1 一 二 一 汪 ), 如 图 4.24 所 示 , 其 投影 区 
域 和 面积 微 元 分 别 为 


D。 = {&» lo<z<20<y<3 一 2 


2 
dS Ait 2:+( $) dzdy Bdedy. 


故 有 4.24 
(= $y | =]4s 全 Oa, 4 V6l 
习 三 题 二 4.4 


思考 / 题 


1. 将 对 面积 的 曲面 积分 化 为 二 重 积 分 应 注意 什么 ? 基本 步骤 是 什么 ? 
2. 对 面积 的 曲面 积分 与 利用 二 重 积分 求 曲 面 的 面积 有 什么 联系 和 区 别 ? 


人 加 

1. 求 fet y+ as, 其 中 三 是 由 平面 z= 二 0,y 二 0,z 二 0 及 x 十 y 十 x 二 1 所 围 四 面体 
的 整个 边界 曲面 

2 求 z + y+ qs， 其 中 号 为 上 半球 面 z 二 V9 一 zx? 一 y. 
了 


3. 求 必 (ze + ydS， 其 中 马 为 曲面 = 一 Var 二 闻 与 平面 = 一 1 力 成 的 立体 的 表面 ， 
了 


4. 求 人 as 其 中 三 为 球面 zx? 十 y :十 xz? 二 R?. 
3 


5. 求 | 有 dS， 其 中 为 上 半球 而 < 一 VQ 一 2 一 让 在 国 锥 面 < 二 V2 二 内 便 的 部 分 . 


z 
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6. 求 | (xz’ 十 十 z*)dS, 其 中 三 为 圆柱 面 z: 十 y= 二 R? ,0 三 z 志 HH. 
3 


Qa 


es, 其 中 马 为 锥 面 z= V 严 十 闻 在 柱 面 过 十 Y<2x 内 的 部 分 . 


~ 
A 


= -rdS， 其 忠 为 桩 面 z 十 交 一 Re 被 平面 = 一 0 和 = 一 人 截取 的 部 分 
3 嫂 le 十 1)dS, 其 中 三 为 圆柱 面 x? 十 y= 二 a? 介 于 z= 二 0 与 z= 二 有 之 间 的 部 分 . 


4. 求 | 人 zyrdS, 其 中 驴 为 上 半球 面 < 一 VR 一 一. 


J 
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前 面 我 们 已 经 领略 了 对 弧 长 的 曲线 积分 和 对 面积 的 曲面 积分 之 间 的 推广 关系 ,类 似 地 ， 
本 节 模 仿 对 坐标 的 曲线 积分 ,给 出 对 坐标 的 曲面 积分 的 概念 、 性 质 及 其 计算 方法 等 . 这 些 内 
容 虽然 是 由 对 坐标 的 曲线 积分 的 相关 内 容 推广 而 来 的 ,但 是 正如 由 一 元 函数 推广 到 多 元 画 
数 一 样 ,对 坐标 的 曲面 积分 产生 了 很 多 新 的 内 容 , 因 此 读者 在 学 习 时 , 既 要 注意 曲线 积分 与 
曲面 积分 的 联系 ,又 要 注意 它们 之 间 的 本 质 区 别 . 


4.5.1 基本 概念 及 性 质 

1. 曲面 的 侧 与 有 向 曲面 

由 对 坐标 的 曲线 积分 的 定义 可 见 ,积分 曲线 是 定向 的 . 因此 在 给 出 对 坐标 的 曲面 积分 之 
前 ,需要 先 定义 有 向 曲面 的 侧 . 

定义 4.4 设 研 是 一 张 光 滑 曲 面 ,P 为 三 上 任 一 点 ,过 点 已 的 单位 法 向 量 有 两 个 方向 ， 
选 定 其 中 一 个 作为 确定 的 方向 ; 又 设 工 是 过 点 己 且 不 越过 曲面 边界 的 任意 一 条 封闭 曲线 . 
当 点 的 单位 法 向 量 沿 着 L 连续 地 移动 ,并且 再 回 到 点 已 时 ,法 向 量 的 方向 仍 与 出 发 时 的 
方向 一 致 , 则 称 为 双 侧 曲面 ,否则 称 为 单 侧 曲 面 . 

我 们 通常 遇 到 的 曲面 大 多 是 双 侧 曲面 . 例如 , 像 球面 一 样 的 闭合 曲面 ,有 内 侧 与 外 侧 之 
分 ; 对 于 一 些 常见 的 非 闭合 曲面 有 上 侧 与 下 侧 、 左 侧 与 右 侧 、 前 侧 与 后 侧 之 分 . 

单 侧 曲面 则 较为 少见 ,一 个 典型 例子 是 默 比 乌 斯 (M6bius) 带 . 它 的 构造 方法 如 下 : 取 一 
和 矩形 长 纸 条 ,四 个 角 点 分 别 对 应 A,B,C,D, 如 图 4.25 所 示 , 将 其 一 端 扭转 180" 后 与 另 一 端 
接 在 一 起 , 即 点 A 与 点 C 相 接 ,点 B 与 点 D 相 接 ,就 做 成 了 所 谓 的 默 比 乌 斯 带 . 试想 用 一 
小 球 在 默 比 乌 斯 带 上 的 一 点 开始 滚动 ,在 不 翻越 边界 沿 的 情况 下 移动 一 圈 并 回 到 出 发 点 时 ， 
它 的 方向 与 原 方向 相反 . 

我 们 在 本 节 及 后 两 节 所 考虑 的 都 是 双 侧 曲面 . 

通常 ,由 函数 > 一 >(z,y) 所 表示 的 曲面 是 双 侧 曲 面 ,其 法 线 方向 与 轴 正 向 的 夹 角 成 锐 
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图 4.25 


角 的 一 侧 称 为 上 侧 , 另 一 侧 称 为 下 侧 ; 以 此 类 推 ,对 于 由 函数 z==x(y,z) 表 示 的 曲面 可 以 定 
义 前 侧 和 后 侧 , 由 函数 > 一 y(Cz,z) 表 示 的 曲面 可 以 定义 右 侧 和 左 侧 . 当 为 封闭 曲面 时 ， 
法 线 方向 朝 外 的 一 侧 称 为 外 侧 , 另 一 侧 称 为 内 侧 . 选 好 一 侧 的 曲面 称 为 定向 曲面 或 有 向 
曲面 . 

设 三 是 光滑 的 有 向 曲面 ,由 函数 > 二 z(x,y) 表 示 , 在 上 取 一 小 块 曲面 AS, 把 AS 投影 
到 xzOy 坐标 面 上 得 一 投影 区 域 , 记 作 (AS)。 , 记 这 一 投影 区 域 的 面积 为 (Ao),,. 假定 AS 上 
各 点 处 的 法 向 量 与 x 轴 正 向 的 夹 角 7 的 余弦 cosy 有 相同 的 符号 , 即 cosy 都 是 正 的 或 都 是 
负 的 . 规定 AS 在 zOy 面 上 的 投影 (AS),, 为 


(Ac)。， cosy 二 0， 
(AS)。 = 1 一 (Ac)w， cosy 二 0， (4.25) 
0， cosy 二 0. 


其 中 cosy 夺 0 也 就 是 (Ao),, 二 0 的 情形 . AS 在 zOy 面 上 的 投影 (AS)。 实 际 就 是 AS 在 zxOy 
面 上 的 投影 区 域 的 面积 (Ac)。 根 据 法 线 方向 附 以 一 定 的 正 负 号 . 类 似 地 , 若 AS 上 各 点 处 的 
法 向 量 与 x 轴 (y 轴 ) 正 向 夹 角 we(B) 的 余弦 cosa(cosB) 有 相同 的 符号 , 则 可 以 定义 AS 在 yOx 
坐标 面 及 zOx 坐标 面 上 的 投影 (AS), 及 (AS),. 当 曲 面 由 函数 z= 二 zx(y,x) 表 示 时 ,AS 在 
yOz 面 上 的 投影 (AS), 为 
(Ac),， cosa 二 0， 
(AS)。 一 Fe cosa = 0， (4. 26) 
0， cosa 三 0， 
当 曲 面 由 函数 > 一 y(z,z) 表 示 时 ,AS 在 xOx 面 上 的 投影 (AS)-. 为 
(Ac)-， cos8 二 0， 
(AS)。 = [- (Ac)--， cosB=0, (4.27) 
0， cos8 = 0. 
2. 引 例 流向 曲面 一 侧 的 流量 问题 
设 稳定 流动 的 不 可 压缩 流体 (假定 密度 为 1) 的 速度 场 为 
VCryyyz) 一 PCOz,yz)i1 十 QCzy,z)J 十 RCzyyyz)K， 
函数 P(rz,y,z) ,Q(z,y,z),R(z,y,z) 都 在 上 连续 ,5 是 速度 场 中 的 一 片 有 向 曲面 . 求 在 
单位 时 间 内 流向 王 指 定 侧 的 流体 的 质量 , 即 流量 @. 
由 物理 学 的 知识 知道 ,这 里 所 指 的 流量 是 单位 时 间 内 从 曲面 三 的 一 侧 流向 另 一 侧 的 流 
体 的 流量 . 
如 果 流 体 流 过 平面 上 面积 为 A 的 一 个 闭 区 域 , 且 流 体 在 该 闭 区 域 上 各 点 处 的 流速 为 v 
( 常 向 量 ) ,又 设 n 为 该 平面 的 单位 法 向 量 ,那么 在 单位 时 间 内 流 过 这 闭 区 域 的 流量 在 数值 上 
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等 于 一 个 底面 积 为 A、 斜 高 为 |v| 的 斜 柱 体 的 体积 ,如 图 4. 26 所 示 . 
设 速度 向 量 v 和 法 向 量 叶 的 夹 角 为 9, 当 0< 于 时 ,这 斜 柱 体 的 v 


体积 为 n 
Iv|lcos0.A=|v|. In|cos6. A=Av.n. 
这 就 是 通过 闭 区 域 A 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 多 ; 当 9== 记 时 ,显然 流 
图 4.26 
体 通过 闭 区 域 A 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 为 零 ; 当 9> 也 时 ,Av “n= 


0, 这 时 我 们 仍 把 Av…n 称 为 流体 通过 闭 区 域 A 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 , 它 表 示 流 体 通 过 
闭 区 域 A 实际 上 流向 一 n 所 指 一 侧 , 且 流向 一 n 所 指 一 侧 的 流量 为 一 Av。n. 因此 ,不 论 09 
为 何 值 ,流体 通过 闭 区域 A 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 均 为 Av*n. 
由 于 现在 所 考虑 的 不 是 平面 区 域 而 是 一 片 曲 面 , 且 流 速 v 也 不 是 常 向 量 ,因此 ,所 需求 
的 流量 不 能 直接 用 上 述 方法 计算 .我们 仍然 使 用 “分 割 ,近似 , 求 和 ,极限 ”这 四 个 步 又 解决 目 
前 的 问题 . 
(1) 分 割 ” 将 曲面 卫 分 成 个 小 曲面 块 AS; (i 二 1,2,…,n),AS; 同时 也 代表 第 i 小 块 
曲面 的 面积 . 
(2) 近似 ”在 曲面 了 是 光滑 的 和 速度 场 v 是 连续 的 前 提 下 ,只 要 AS; 的 直径 很 小 ,我 们 
就 可 以 用 AS; 上 任 一 点 (&,n,&) 处 的 流速 
Vi= vm) = P(E mCi QE NI + RE ,nk 
= (PC, mst) Qn) RE 5)) 
代替 AS; 上 其 他 各 点 处 的 流速 ,以 该 点 (& ,加 ,5) 处 曲面 的 单位 
法 向 量 
ni; = cosaii 十 cosB:j 十 cosyik = (cosa; ,cosBi ,cosy;) 
代替 AS; 上 其 他 各 点 处 的 单位 法 向 量 ,如 图 4. 27 所 示 . 从 而 得 到 
通过 AS; 流向 指定 侧 的 流量 的 近似 值 为 
Vi* NiAS:, i= 1,2,,n. 
(3) 求 和 ”通过 流向 指定 侧 的 总 流量 为 图 4.27 


D> 六 vi* MAS; 
1 一 1 


一 2 [P(S ,7 和)cosa + QE ,ms Ci) cosB: + ROE ,ms Ci) cosy;] AS;. 
i=1 
由 于 cosa;AS; 渤 (AS;), ,cosB;:AS; 守 (AS;), ,cosy;AS; 守 (AS;),, ,因此 上 式 可 以 写成 


Bo >) [PE ,mC) (AS) + QE ,nb) (ASi)s + RE ,NC) (AS) ]. 
i=1 


(4) 极限 令 个 小 块 曲面 AS; 的 直径 的 最 大 值 M 一 0 时 , 若 上 面 和 式 极限 存在 , 则 此 
极限 为 单位 时 间 内 流向 曲面 一 侧 的 流量 B, 即 


$= lim2) [PC& ,m6) (ASD) + QE ,ms 6) (AS) + RE ,nb) AS ]. 
mo 


第 4 章 曲线 积分 与 曲面 积分 
DR Er 
抽 去 该 问题 的 具体 含义 ,可 得 到 对 坐标 的 曲面 积分 的 概念 . 


3. 对 坐标 的 曲面 积分 的 概念 及 性 质 

定义 4.5 设 为 光滑 的 有 向 曲面 , 丽 数 RCz,y,<) 在 上 有 界 .将 任意 分 成 块 小 
曲面 ASi(i 二 1,2,… ,nn) ,其 中 AS; 也 代表 第 i 小 块 曲面 的 面积 ,AS; 在 zOy 坐标 面 上 的 投 
影 为 (AS,)。,(6 ,如 ) 是 AS, 上 任意 取 定 的 一 点 . 如 果 当 各 小 块 曲 面 的 直径 的 最 大 值 ->0 
时 ,和 式 极限 

lim PRS ,to6) (aS), 

存在 , 且 与 分 制 方法 和 点 (6 ,9:&) 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 丽 数 RCz,y,z) 在 有 向 曲面 了 
上 对 坐标 zy 的 曲面 积分 , 记 作 |Rcz,ys=)dzdy, 即 


慌 csyadrdy = in DR CAD, (4. 28) 
4 Me0 i=1 
其 中 RCz,y,z) 称 为 被 积 函 数 ,5 称 为 积分 曲面 . 
类 似 地 ,可 以 定义 函数 P(rz,y,z) 在 有 向 曲面 上 对 坐标 y,z 的 曲面 积分 , 记 作 
[Pcs dydz, 


演 


人 evaadz = lim >) P(é ,m5) (AS:),.; (4.29) 
5 i=1 
函数 Q(z,y,z) 在 有 向 曲面 上 对 坐标 z,z 的 曲面 积分 , 记 作 |jQcz.y,=)dzdz, 即 
5 


cyadcdz 一 lim 2 QE ,7 5)CAS)= (4. 30) 
5 0 md 


以 上 三 个 曲面 积分 统称 为 对 坐标 的 曲面 积分 (surface integral of coordinates) ,或 称 为 第 
二 型 曲面 积分 . 
关于 定义 4.5 的 几 点 说 明 . 


(1) 在 定义 中 , 和 式 极限 lm PRC ,pb) AS) lim > Ps ,mob) AS 
0 i=1 0 ;=1 


lim 27Q(CS 7 和)CAS)= 与 被 积 函 数 和 有 向 的 积分 曲面 有 关 ,与 分 割 方法 和 点 (S ,和 5) 的 
取 法 无 关 . 

(2) 当 函 数 P(rz,y,z) ,Q(z,y,z),R(z,y,x) 在 有 向 光滑 曲面 了 上 连续 时 ,对 坐标 的 曲 
面积 分 是 存在 的 ,以 后 总 假定 Plz,y;,z) ,Q(zx,y,z),R(z,y,z) 在 上 连续 .在 实际 应 用 中 ， 
经 常 将 式 (4. 28)、 式 (4. 29) 和 式 (4. 30) 合 并 起 来 , 记 作 

人 cy edvdz+ 人 ecodedx + Rer,y,w drdy. 
2 


2 :3 


为 简便 起 见 , 也 把 它 写成 
| Pdydz + Qdzdz + Rdzdy. (4.31) 


了 


如 果 曲 面 三 是 封闭 的 , 则 式 (4. 31) 也 可 记 作 


4.5 对 坐标 的 曲面 积分 
Surface integrals of coordinates > 
fpdyds + adzdz + Razdy. (4. 32) 
3 
(3) 引 例 中 所 求 的 单位 时 间 内 流向 三 指定 侧 的 流量 更 可 表示 为 
® = PC,y,s) dyds + Qsyss) dedr | RC,y,2) drdy. 
5 
根据 对 坐标 的 曲面 积分 的 定义 , 当 函 数 PC(z,y,x) ,Q(z,y,zx),R(z,y,z) 在 有 向 光滑 曲 
面 三 上 连续 时 ,有 如 下 重要 的 性 质 . 


性 质 1( 拼 接 曲面 的 可 加 性 ) 若 光 滑 ( 或 分 片 光 滑 ) 曲 面 瑟 由 几 片 光滑 曲面 拼接 而 成 ， 
即 3=34.U3,U…U5, 则 有 


Ile dydz 十 Qdzdz 十 Rdzdy =-|Pavdz 十 Qdzdz 十 Rdzdy 十 
了 而 


[paya: 十 Qdzdz 十 Rdzdy 十 … 十 


3 


[fayas +adcdz + Razdy. (4.33) 
3 
性 质 2( 方 向 性 ) ” 设 是 有 向 曲面 ,一 5 表示 与 3 取 相 反 侧 的 有 向 曲面 , 则 有 
JPavw: -ed leaar 一 ee 上 ua 下 wo (4.34) 


式 (4. 34) 表 示 , 当 积分 曲面 改变 为 相反 侧 时 ,对 坐标 的 曲面 积分 要 改变 符号 . 因此 在 求 
对 坐标 的 曲面 积分 时 ,必须 注意 积分 曲面 所 取 的 侧 . 


4.5.2 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 方法 


下 面 以 |Rczy,=)dzdy 为 例 , 给 出 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 方法 . 
对 


与 求 对 面积 的 曲面 积分 类 似 , 由 于 点 (和 ,六 和) 是 在 曲面 三 上 , 即 变量 z,y,x 满足 曲面 
方程 z= 二 z(x,y) ,所 以 被 积 函 数 R(z,y,z) 二 R[x,y,z(z,y)] 实 际 上 只 是 xz,y 的 二 元 函数 ， 


进而 曲面 积分 ||RCz,y,=)dzdy 应 该 也 可 以 转化 为 二 重 积分 计算 . 
£ 
为 了 能 够 求 ||RCz,y,z)dzdy, 对 其 作 两 个 假设 ; 积分 曲面 由 方程 > 二 z(x,y) 给 


2 
出 ,方向 取 为 曲面 的 上 侧 , 它 在 zxOy 坐标 面 上 投影 区 域 为 D,, ,并 且 函 数 < 二 z(x,y) 在 D。 
上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ; @ 被 积 函 数 R(z,y,x) 在 上 连续 . 
根据 对 坐标 的 曲面 积分 的 定义 ,在 式 (4. 28) 中 ,因为 5 的 方向 取 为 上 侧 ,cosy 记 0, 由 
式 (4.25) 可 知 ,(ASi); 二 (Aoi)y; 又 因为 点 (和 ,加 ,5) 在 上 , 故 如 二 xz(&,%%) ,从 而 


ORCE mb) (AS), = PRGE ,Nz(E ,mm)) Ao),. 
i=] i=1 


注意 到 当 X>0 时 ,对 上 式 两 端 取 极限 , 左 端的 极限 是 ||R cz,y:=)dzdy， 而 右 端 的 极限 是 
3 


Ressyss cr,y) drdy, 因此 有 
D 


ay 


第 4 章 曲线 积分 与 曲面 积分 
人 Curve integrals and surface integrals 


ee x)dzdy 一 evneopao (4.35) 


注意 到 , 式 (4. 35) 的 曲面 积分 是 当 三 的 方向 取 为 上 侧 时 得 到 的 ; 如 果 积 分 曲面 的 方向 
取 王 的 下 侧 ,cosy<0, 由 式 (4.25) 可 知 ， 有 (AS) 二 一 (Ao;), ,从 而 有 


ee,s. zx)dzdy 一 一 [es y)) drdy. (4.36) 


3 DB 


于 是 ,对 坐标 x,y 的 本 面积 分 | Ccss;=)duds 的 计算 公式 为 
2 


ee z)dxdy = 土 # Rcd, (4.37) 


其 中 ,等 式 右 端 的 符号 的 选取 原则 是 : 积分 曲面 的 方向 取 上 侧 时 为 正 , 取 下 侧 时 为 负 

式 (4. 37) 表 明 ， 求 |Rersy=)dzdy 时 ,可 采用 一 代 二 投 三 定 号 的 顺序 先 将 其 转化 为 二 
重 积 分 ,其 中 一 代 是 将 被 积 函数 中 的 变量 = 换 为 表示 曲面 3 的 函数 (x,y); 二 投 是 指 将 曲 
面 方程 二 z(x,y) 往 xzOy 坐标 面 上 投影 ,确定 二 重 积分 的 积分 区 域 D,,; 三 定 号 是 指 根据 
有 向 曲面 的 侧 取 定 符号 . 进而 将 曲面 积分 转化 为 在 xzOy 面 上 投影 区 域 D,, 的 二 重 积 
分 . 最 后 ,选取 一 个 可 行 的 方法 计算 二 重 积分 . 

类 似 地 ,如 果 三 由 z= 二 zx(y,z) 给 出 , 则 有 


人 evaaodz 一 土 [Treacy ,30dyde. (4. 38) 
3 D,- 
等 式 右 端的 符号 的 选取 原则 是 : 当 3 的 方向 取 前 侧 时 为 正 , 取 后 侧 时 为 负 . 
如 果 三 由 y= 二 y(z,z) 给 出 , 则 有 
[cvadzdz 一 土 [Qsyce, 0 ,0dedz. (4.39) 
了 D-- 
等 式 右 端的 符号 的 选取 原则 是 : 当 3 的 方向 取 右 侧 时 为 正 , 取 左 侧 时 为 负 . 
例 4.19 求 下 列 曲面 积分 : 
CD -azdy, 其 中 三 是 维 面 >= V 严 二 郊 介 于 0<s<1 之 间 的 部 分 ,方向 取 为 下 侧 ， 
3 


(2) dyds, 其 中 驴 是 平面 z 十 y 十 < 一 3 被 三 坐标 平面 截 下 的 部 分 ,方向 取 为 上 侧 ， 


(3) | + wdzdz, 其 中 三 是 平面 z 十 y 十 = 一 3 被 三 坐标 平面 截 下 的 部 分 ,方向 取 为 


上 侧 . 

分 析 先 根 据 所 求 积分 选取 投影 方式 ,然后 按照 一 代 二 投 三 定 号 的 顺序 ,利用 
式 (4.37) 至 式 (4.39) 将 曲面 积分 转化 为 二 重 积分 ,最 后 计算 二 重 积 分 

解 (1) 根据 曲面 积分 的 积分 曲面 和 被 积 函 数 表达 式 , 将 玉 往 zOy 坐标 面 上 投影 ， 
得 到 的 投影 区 域 为 D,, 二 ((z,y)1z 十 y: 生 1); 又 因为 方向 取 的 是 的 下 侧 , 如 图 4. 28(a) 
所 示 . 于 是 利用 式 (4. 37) 可 得 


[zaray -| Vz + y dzrdy. 
P33 Dy, 


4.5 对 坐标 的 曲面 积分 
Safe ne ie 
根据 被 积 函数 和 积分 区 域 的 特点 ,可 选取 极 坐标 方法 计算 ,有 
区 
[ae [uw 


(2) 根据 曲面 积分 的 积分 曲面 5 和 被 积 函数 表达 式 , 将 王 往 yOz 坐标 面 上 投影 ,得 到 
的 投影 区 域 为 D, 二 {(y,z)1z 十 y 达 3,x 宇 0,y 宇 0}; 又 因为 方向 取 的 是 三 的 上 侧 , 法 向 量 与 
工 轴 正 向 的 夹 角 小 于 x/2,3 的 方向 取 前 侧 , 如 图 4. 28(b) 所 示 . 于 是 利用 式 (4. 38) 可 得 
f 3 3—y 9 
下 ee +| (3 一 y 一 z)dydz | (3 一 y 一 z)dz = 2 
(3) 根据 曲面 积分 的 积分 曲面 3 和 被 积 函 数 表达 式 , 将 卫 往 xOz 坐标 面 上 投影 ,得 到 
的 投影 区 域 为 D- 一 {(z,z)|z 十 x 三 3,7 宇 0,z 宇 0); 又 因为 方向 取 的 是 三 的 上 侧 ,法 向 量 与 
y 轴 正 向 的 夹 角 小 于 x/2,3 的 方向 取 右 侧 , 如 图 4.28(b) 所 示 . 于 是 利用 式 (4. 39) 可 得 


I 3 3—x 
Nt warar 一 十 e+ 3 一 Z 一 zx)dzdz = fe (3—z)dz = 9. 
2 ms 


4.28 


例 4.20 求 工 一 fheayast yqzdzr + zdrdy, 其 中 三 是 以 原点 为 中 心 , 边 长 为 w 的 正 立 


2 
方 体 的 整个 表面 ,方向 取 的 是 外 侧 . 
分 析 先 利用 对 称 性 ,对 积分 化 简 , 青 利用 式 (4. 37) 进 行 计算 . 
解 易 见 ,根据 积分 曲面 的 对 称 性 和 被 积 函 数 表 达 式 的 轮换 性 ,有 


fhzayas 十 ydzdzx 十 zdzxdy 一 sazay. 
三 3 
对 于 hzaray, 在 将 积分 曲面 往 zOy 坐标 面 上 投影 时 ,由 式 (4.25) 可 知 ,只 需 考虑 顶部 
了 
底部 两 个 平面 ,其 余 平面 在 zxOy 面 上 投影 为 零 . 根据 已 知 条 件 可 得 ,三 的 顶部 3 := 一 
sls [入 生 ,ly| 太 和] 取 上 出; 底部 驴 :2 一 一 各 (|z|< 委 ,13| 志 委 ) 取 下 全. 
a 37) 可 得 


I= zdzdy 一 st dzdy】 [| dzdy J 和 jdzdy] 
一 ls = 
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例 4.21 求 I 一 由-Q2d3 dd4z 3dzdy ,其 中 卫 是 球面 z? 十 只 十 习 一 4 方向 取 为 


Nz COS 工 cos2y zcosiz 
球面 的 外 侧 . 
分 析 利用 被 积 函 数 的 轮换 对 称 性 进行 化 简 , 然 后 利用 式 (4. 37) 进 行 计算 . 
解 ”利用 轮换 对 称 性 ,有 


dydz _ dzdy 
> TT COS2 工 加 之 Cos’z” 
对 于 巍 此 拭 ， 易 见 球面 由 左右 两 个 曲面 拼接 而 成 , 即 3 一 3 U ,其 中 马 和 也 可 
?cos 


以 分 别 表示 为 y= V4 一 xz’: 一 x** 和 y V4 一 zz 一 x ,方向 分 别 取 前 侧 和 后 侧 . 于 是 
dzdzx | dzdz +| dzdz 


2 2 2 
cos cosy COS 
3 os 汪 cosy CY 


-| dzdzx I dzdz 三 虱 
DCos V4—z —2 BcCos(— V4—z —2) 
对 于 旷 -e， 易 见 球面 由 上 下 两 个 曲面 拼接 而 成 , 即 3 二 U3, 其 中 驴 和 也 可 


以 分 别 表示 为 z== V4 一 x 一 yY 和 x 4 一 工 一 y ,方向 分 别 取 上 侧 和 下 侧 , 并 且 5， 和 
B34 在 xOy 面 上 投影 区 域 为 D={(x,y) 1x 十 y 二 4}. 于 是 


dzdy dzdy | dzdy 
z coOsiz zcosiz zcosiz 
于 5 5 
ll dzdy 
p 4—zx’—y cos V4—zx—y 


yy 


ll dzdy 
B 4—z:—y cos(— V4—z—y) 


2 dedy (化 为 极 坐标 计算 ) 

pb, 4 一 并 yy cos V4 一 并 y 
2 ao| rdr i 2 d(V4—r) 
0 V4 一 天 cos V4 一 天 0 cosz V4—r’ 

一 4rtan2. 
因此 
I dyd= 十 | dredy || dedy = 16ntan2: 
pi re 和 


4.5.3 两 类 曲面 积分 之 间 的 联系 
在 求 RGz,y,z)dzdy 时 ,对 积分 曙 面 和 被 积 函数 提出 了 两 个 假设 ,以 保证 曲面 积分 的 
加 


计算 能 够 顺利 进行 . 特别 地 ,对 于 函数 > 二 >(z,y) 表 示 的 曲面 ,曲面 的 方向 取 上 侧 时 的 方 
向 余弦 为 


4.5 对 坐标 的 曲面 积分 


Surface integrals of coordinates 


Cosa — ， cosB oy ， Cosy 一 . . 
NA 以 可 十 霹 YI 十 芝 站 襄 


由 对 面积 的 曲面 积分 的 计算 公式 (4. 22) ,有 
[Rsy,)eosyds = [RyszCsy) )dzdy. 
3 了 


再 由 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 公式 (4. 35) ,有 


[eens = 上 ceaeosrds. (4. 40) 
上 

如 果 取 曲面 的 下 侧 , 此 时 曲面 的 方向 余 弘 为 

Cosa 2 ， cosB 2 ， COSY 一 二 
根据 式 (4. 36) ,不 难 验 证 式 (4. 40) 仍 然 成 立 . 类 似 地 ,可 以 得 到 

|P sy, dyd: =||P Ca,ys) eoseds, (4.41) 
2 2 
Dc,y, sdsdr = cy，=cospas. (4.42) 
2 £2 

合并 上 面 的 等 式 , 得 到 

[raya: Qaeds FRdcdy= I Pcosa + QcosB + Reosy)dS, (4.43) 


2 z 
其 中 cosaycos8,cosy 是 有 向 曲面 3 在 点 (z,y'z) 处 的 法 向 量 的 方向 余弦 . 式 (4. 43) 建 立 了 
两 类 曲面 积分 之 间 的 相互 转换 关系 . 
例 4.22 利用 两 类 曲面 积分 的 关系 求 下 列 积分 : 


(CD 求 1 一 | + yeosyds, 其 中 是 锥 面 z 二 VT 二 介 于 平面 :一 0 和 平面 =1 
之 间 部 分 的 下 侧 ,y 是 其 外 法 线 与 = 轴 正 向 的 夹 角 ; 
(2) 了 二 zdydz, 其 中 是 上 半球 面 z 二 VE 一 2 一 yy 的 上 侧 . 


于 
分 析 根据 需要 ,利用 式 (4. 43) 可 将 两 类 曲面 积分 进行 转化 计算 ,或 许 会 使 计算 变 得 简 
单 . 题 (1) 中 ,由 于 对 曲面 的 侧 进 行 了 定向 , 若 使 用 对 面积 的 曲面 积分 的 方法 计算 ,需要 先 根 
据 曲面 给 定 的 方向 确定 出 cosy 的 表达 式 , 然 后 才能 计算 ,可 以 利用 式 (4. 40) 将 其 转换 为 对 
坐标 的 曲面 积分 进行 计算 ; 题 (2) 中 ,根据 被 积 函 数 表 达 式 ,曲面 需要 分 为 两 块 计算 ,并 且 计 
算 较 为 复杂 ,可 以 利用 式 (4.43) 将 其 面积 微 元 dydz 转换 为 drdy. 
解 (1) 由 式 (4. 40) 可 得 


I = 十 多)cosydS = 十 y)dzdy 一 一 [Te 十 吧 )dzdy 一 一 了， 
3 三 了 


ry 


(2) 由 式 (4. 43) 可 得 


T= |lzzdydz = [ezeosads ew CoSa grdy [| 一 sdzrdy 
cosy 1 


2 3 
Es VRi—zxi—y。 并 
J R 一 二 二) 
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2x R 2x R 
等 | ao| rr cos20 。rdr 一 | cosegdg | a 
o o o o 


2x i R 
Lt cos2 gg [dr = LaR'. 
2 . 4 


0 


人 


思考 是 


1. 对 坐标 的 曲面 积分 和 二 重 积 分 的 联系 和 区 别 是 什么 ? 
2. 将 对 坐标 的 曲面 积分 化 为 二 重 积分 应 注意 什么 ? 基本 步骤 是 什么 ? 
3. 对 面积 的 曲面 积分 和 对 坐标 的 曲面 积分 是 如 何 相 互 转 换 的 ,有 哪些 关键 环节 ? 


QQ 加 
1. 求 zzrayqs + dedz+4edzdy, 其 中 三 是 长 方 体 Q = {(z,y,z) |10 委 zz 委 a,0 
2 


委 y 委 0,0 委 = 委 ec) 的 整个 表面 的 外 侧 . 
2. 求 [=azdydz ,其 中 三 是 上 半球 面 = 一 V4 一 好 一 多 的 上 侧 . 
3 


3 于 [ssdadys 其 中 三 是 球面 x 十 十 xz? 二 R? 的 上 半 部 分 的 上 侧 . 


了 


人. 求 j yededz, 其 中 王 是 半球 面 = 一 V1 一 一 7 的 上 侧 . 


5 求 | =dedz + =zdzdy, 其 中 三 是 上 半球 面 = 二 VR 一 x? 一 y 的 上 便 . 


学 


6. 求 从 zzdzrdy + zydydz 上 yedzdz, 其 中 也是 平面 一 0,y 一 0,z 一 0,z 十 y 十 z 一 1 
了 


所 围 成 的 空间 区 域 的 整个 边界 曲面 的 外 侧 . 


Qa 


下 求 由 zdydz + vdzdz 十 zdzdy, 其 中 芋 是 球面 x? 十 十 x? 二 R? 的 外 侧 . 
3 


2 求 | 2=dzdy + zdydz 十 ydzdz, 其 中 互 为 柱 面 xx 十 史 一 1 被 平面 > 一 0 及 = 一 4 所 
FE 


截 部 分 的 外 侧 . 


3. 求 ||sin4zdydz 十 cos3ydzdz 十 arctan 司 dzdy, 其 中 三 是 平面 z 一 3(z2z 十 元 魏 9) 的 
3 


上 侧 . 


4.6 高 斯 公式 、 通 量 与 散 度 © 
The Gauss formula, flux and divergence 
4. 求 | 一 ydzdz 十 (< 十 1Ddrdy, 其 中 芒 是 国 栏 面 z* 十 y* 一 4 被 平面 xz 十 = 一 2 和 = 一 


0 所 截 出 部 分 的 外 侧 . 
5. 永 | sdrdv 关 中 三 是 球面 z? 十 六 十 2 二 1 在 + 之 0,y 之 0 部 分 的 内 侧 . 


E46 高 斯 公式 、 通 量 与 散 度 
The Gauss formula , flux and divergence 
格林 公式 建立 了 平面 闭 区 域 上 的 二 重 积分 与 其 边界 曲线 上 的 曲线 积分 之 间 的 关系 . 作 
为 格林 公式 在 三 维 空间 中 的 推广 ,本 节 讨论 的 高 斯 公式 则 是 建立 了 空间 闭 区 域 上 的 三 重 积 
分 与 其 边界 曲面 上 的 曲面 积分 之 间 的 关系 . 作为 高 斯 公式 的 一 个 简单 应 用 ,本 节 还 将 给 出 沿 
任意 光滑 的 封闭 曲面 的 曲面 积分 为 零 的 条 件 ; 最 后 介绍 通 量 与 散 度 等 概念 . 


4.6.1 高 斯 公式 


定理 4.6( 高 斯 公式 ) 设 0 是 一 个 空间 有 界 闭 区 域 ,其 边界 曲面 3 由 分 片 光滑 的 封闭 
曲面 围 成 . 若 函 数 P(x,y,z)， i >),R(z,y,x) 在 QQ 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 有 


Bl 
jj [+ 呈 jdr Fea Qdzdz + Rdzdy, (4.44) 
或 
ji( | 入 1 | 有 jur Perce | Qecos8 十 Reosy)dS， (4.45) 


其 中 三 的 方向 取 整 个 边界 曲面 的 外 侧 ,cosa,cos8B,cosy 是 三 上 点 (z,yyz) 处 的 法 向 量 的 方向 
余弦 . 式 (4. 44) 及 式 (4. 45) 都 称 为 高 斯 公式 . 

分 析 根据 函数 PCr,y,z) ,Q(z,y,x) 及 R(r,y,x) 的 相关 信息 对 号 入座 .根据 区 域 特 
点 分 别 将 三 重 积 分 化 为 二 重 积 分 ; 将 对 坐标 的 曲面 积分 化 为 二 重 积分 . 


证 ”这 里 只 证 明 第 三 项 目 实 dV = {ear 其 余 两 项 


可 以 类 似 地 证 明 . 
首先 假设 区 域 0 是 zy 型 区 域 ,如 图 4. 29 所 示 , 设 区 域 
QQ 在 xOy 面 上 的 投影 区 域 为 D,,; 又 设 呈 由 53,3,,3 三 部 | | 
分 组 成 ,其 中 3 是 以 D;, 的 边界 曲线 为 准 线 而 母线 平行 于 x | 一 一 
轴 的 柱 面 的 一 部 分 ,方向 取 外 侧 ; 马 :z 一 = (zy) ,方向 取 下 x 
侧 ; 5 :z= 二 zz(z,y), 方 向 取 上 侧 , 并 且 = (xz,y) 志 zs (zx,y). 
根据 三 重 积分 的 计算 方法 可 得 


7 arm DR 
w= (YS as)aray 
n bp, 


一 | {R[z,y,z2 (zy)] — RLz,y,z (zyy)]ydzdy。 


™y 
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由 于 取 下 侧 ,3。 取 上 侧 ,3 取 外 侧 , 根 据 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 方法 可 得 
Rss drdy 一 一 RE (zyy)]dzdy， 
Db, 


Rwy ardy 二 [REzy,a 0, Jdrdy, 
2, Db 


| R(x,y,z)dzrdy 一 0， 
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于 是 
eersys ardy = | (REzsyss2 ,9)] — RE ym Ce) ]) drdy. 
2 本 
因此 
9R 
odV = Rdzrdy. 
|- 
同 理 可 得 


ji 区 dv 一 fhpcr,y,sdyd:, Wl Pav = 中 aceadsdr 
n £ n 2 
合并 以 上 三 式 可 得 
aQ ， 
La 3+ 呈 jar {aas Qdzdz + Rdzdy. 
由 两 类 出面 积分 之 间 的 关系 式 (4 43) 可 知 


中 和 苍 二 了 2+ 呈 jdy Pere FQeosB+ Reosy)dS. 


若 区 域 Q 不 是 zy 型 区 域 , 丰 可 以 利用 辅助 面 将 其 分 割 成 几 个 zy 型 区 域 ,然后 在 每 个 小 
区 域 上 应 用 高 斯 公式 ,再 利用 三 重 积 分 对 积分 区 域 的 可 加 性 , 便 得 到 式 (4. 44) 的 左 端 ; 对 于 
对 坐标 的 曲面 积分 而 言 ,由 于 沿 着 辅助 面相 反 两 侧 的 两 个 曲面 积分 可 以 相互 抵消 ,因此 
式 (4. 44) 和 式 (4. 45) 依 然 成 立 . 证 毕 

由 式 (4. 44) 和 式 (4.45) 可 见 , 高 斯 公式 建立 了 空间 闭 区 域 上 的 三 重 积分 与 其 边界 曲面 
上 的 曲面 积分 之 间 的 关系 . 

若 在 高 斯 公式 中 令 P= 二 zx,Q 二 y,R 二 >, 则 有 


Dat va — eave t ydedr t edady. 


于 是 ， 应 用 对 坐标 的 曲面 积分 求 空间 区 域 @ 的 体积 的 公式 为 
2 的 体积 = 3 和 ddde+ xdzdy. 

例 4.23 利用 高 斯 公 \ 式 计算 下 列 积分 

En 0,y 一 0,z 一 0, 工 一 Q,y 
2 

b,x 一 <c 围 成 的 立体 的 表面 的 外 侧 ; 

(2) 工 一 和 cz 一 2y)dzxdy 十 (y 一 z)zxdydz, 其 中 三 为 柱 面 z? 十 y? 一 4 及 平面 > 一 0 

2 


4.6 ”高 斯 公式 、 通 量 与 散 度 
he Ors fr eT eer 
z 二 2 围 成 的 空间 闭 区 域 2 的 整个 边界 曲面 的 外 侧 . 
分 析 ”找到 高 斯 公式 中 对 应 的 被 积 函 数 P,Q,R; 然后 利用 高 斯 公式 计算 . 


解 (1) 易 见 ,在 曲面 积分 中 ,P=zx?,Q==y ,R==x ,于 是 


aP aQ aR _ ,. 
元 225 5 2y， 二 2z. 


利用 高 斯 公式 (4. 44) 可 得 
a 四 < 
I 由 er+y Hz)drdydz 2 a fay | Gt yt de = abc(atbto. 
0 0 0 
a 


(2) 易 见 ,在 曲面 积分 中 ,P==(y 一 z)zx,Q 二 0,R=5zx 一 2y, 于 是 


aP aQ aR 
元 束 盖 区 35 0， 5 0. 


利用 高 斯 公式 (4. 44) 可 得 
I fe z)drdydz Dosino z)rdrd96dz( 利 用 柱 坐 标 ) 
n n 


rr [2 人 2 
一 | dg| ar| (rsin0 一 z)rdz 一 一 8x. 
0 0 0 


例 4.24 求 I J y)dzdzt 十 (2zx’ 一 z)dzrdy, 其 中 为 旋转 抛物 面 z 二 1 一 zx? 一 
2 


xy 在 0 三 x 全 1 部 分 的 上 侧 . 
分 析 ”由 于 所 求 的 曲面 积分 不 是 封闭 的 .无 法 用 高 斯 公式 计算 ,需要 添加 辅助 平面 使 
其 封闭 ,然后 利用 高 斯 公式 计算 ; 但 是 同时 还 要 减 去 所 添加 辅助 平面 的 对 坐标 的 曲面 积分 . 
解 ”添加 辅助 平面 马 := 一 0, 方 向 取 下 侧 , 则 平面 马 与 曲面 三 于 成 空间 有 界 闭 区 域 D ， 
由 高 斯 公式 得 
I= 是 (32? 一 y)dzdz 十 (2z2 一 =)dzdy -|e> 一 y)dzdz 十 (2z: 一 z)dzdy 


2zU5, 
2x 1 1—r? 

下 2)dV ez 动 丁力 ?| dg| dr| a 2 | zrdzdy 
0 0 0 

| Ds 


[1 2x 1 
=-4z| rG 一 edr+2| dg| r? cos20 。rdr 
o o o 


ee EA 王 
= 十 了 元 


4.6.2 高 斯 公式 的 一 个 简单 应 用 


在 求 对 坐标 的 曲线 积分 时 ,根据 经 验 ,可 以 先 判断 被 积 函数 是 否 满足 曲线 积分 与 路 径 无 关 
的 条 件 . 若 满 足 , 则 曲线 积分 只 与 起 点 和 终点 有 关 , 故 可 以 寻求 简单 且 直 接 的 路 径 进 行 计算 . 受 
此 启发 ,对 于 曲面 积分 ,是 否 也 存在 类 似 的 结论 呢 ? 换 句 话说 ,在 什么 条 件 下 ,曲面 积分 


lle dydz 十 Qdzdz 十 Rdrdy 


与 曲面 的 形状 无 关 , 只 与 的 边界 曲线 有 关 ? 若是 如 此 , 当 曲 面 王 封闭 时 ,曲面 积分 又 会 
是 什么 结果 呢 ? 利用 高 斯 公式 (4. 44) ,有 如 下 结论 . 


第 4 章 曲线 积分 与 曲面 积分 


Curve integrals and surface integrals 


定理 4.7 设 G 为 空间 二 维 单 连通 区 域 , 函 数 P(z,y,z),QCz,y'z),Rz,y'z) 在 G 上 
具有 一 阶 连 续 偏 导数 . 对 G 内 任意 一 点 恒 有 


ap a HR 
re, (4.46) 
的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 G 内 任意 的 光滑 封闭 曲面 三 ,对 坐标 的 曲面 积分 为 零 , 即 
ffpayas + Qdzdr + Rdzdy = 0. (4.47) 
入 


车 G 内 的 曲面 3 不 是 封闭 的 , 则 该 定理 也 可 以 叙述 为 : 等 式 (4.46) 在 G 内 恒 成 立 的 充分 必 
要 条 件 是 : 对 坐标 的 曲面 积分 ||Pdydz 十 Qdzdz 十 Rdzdy 在 G 内 与 所 取 的 遇 面 3 无关, 只 


与 的 边界 曲线 有 关 . 

此 定理 用 高 斯 公式 即 可 证 明 ,请 读者 自 证 . 

定理 中 的 空间 二 维 单 连通 区 域 是 指 : 对 于 空间 区 域 G, 如 果 G 内 任 一 封闭 曲面 所 围 成 
的 区 域 完全 属于 G. 此 外 ,如 果 G 内 任 一 闭 曲 线 总 可 以 张 成 一 个 完全 属于 G 的 曲面 , 则 称 G 
为 空间 一 维 单 连通 区 域 . 例如 ,如 图 4. 30(Ca) ,(b),(c) 所 示 ,球面 所 围 成 的 区 域 G1 既是 空间 
二 维 单 连通 区 域 ,又 是 空间 一 维 单 连 通 区 域 ; 两 个 同心 球面 之 间 的 区 域 G, 是 空间 一 维 单 连 
通 区 域 , 但 不 是 空间 二 维 单 连通 区 域 ; 环 面 所 围 成 的 区 域 G 是 空间 二 维 单 连通 区 域 , 但 不 
是 空间 一 维 单 连通 区 域 . 


(a) (b) (©) 


图 4.30 


利用 高 斯 公式 不 难 证 明 下 面 的 推论 . n 
推论 1 设 0Q 为 一 空间 有 界 闭 区 域 ,其 边界 曲面 了 由 3, 和 
3, 两 部 分 组 成 ,如 图 4. 31 所 示 , 函数 P(x,y,z),Q(zr,y,z)， 
R(xr,y,z) 在 Q 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 . 若 式 (4. 46) 在 区 域 2 内 
恒 成 立 , 则 有 
| Pdydz 十 Qdzdz 十 Rdzdy 三 | Pdydz 十 Qdzdz 十 Rdzdy， i 
2 一 图 4.31 
(4.48) 
其 忠和 53, 的 法 线 方向 为 曲面 的 正方 向 . 


4.6.3 通 量 与 散 度 


设 有 向 量 场 
4(Czy,z) = P(x,y,z)i Q(z yz2)I + Rr,y,z)k, 
其 中 PCz,y,z) ,Q(z,y:z),R(z,y,z) 具 有 一 阶 连续 偏 导数 ,曲面 3 是 场 内 的 一 片 有 向 曲 


4.6 高 斯 公式 、 通 量 与 散 度 
The Gauss formula, flux and divergence 人 
面 ,n 是 3 在 点 M(xz,y,z) 处 的 单位 法 向 量 . 对 面积 的 的 机 面积 分 4 -ndS 称 为 向 量 场 4 治 沿 着 


指向 侧 通过 曲面 三 的 通 量 (或 流量 ). 对 向 量 场 内 任意 一 点 MC pa 数量 函数 


Q 
(+t), 
称 为 向 量 函 数 A(zx,y,z) 在 点 M(xz,y,z) 处 的 散 度 (divergence) , 记 作 divA, 即 


divh = + 强 + 话 (4.49) 
根据 散 度 定 义 式 (4. 49) ,高 斯 公式 (4. 45) 改 写成 
Jaivaav = (ha .ds = (A .nds = PA,ds. (4. 50) 
on soot cnt. 


根据 对 坐标 的 曲面 积分 的 物理 背景 ,回顾 4.5 节 中 给 出 的 引 例 , 即 单 位 时 间 内 不 可 压缩 
的 流体 的 流量 问题 . 根据 通 量 的 定义 ,并 利用 两 类 曲面 之 间 的 关系 ,在 单位 时 间 内 流体 经 过 
卫 流 向 指定 侧 的 通 量 @ 可 以 表示 为 


一 Pava 十 Qdzdz 十 Rdzdy = | Pcosa 十 Qcos8 十 Recosy)dS 
2 2 


由 “ds = |.ndas= as. 

注意 到 ,vw 二 vv，n 二 Peosa 十 QcosB 十 Reosy 表示 流体 的 速度 向 量 v 在 有 向 曲面 3 的 法 
向 量 n 上 的 投影 . 如 果 三 是 高 斯 公式 中 闭 区 域 2 的 边界 曲面 的 外 侧 , 那 么 高 斯 公式 (4. 45) 
的 右 端 可 解释 为 单位 时 间 内 离开 闭 区 域 2 的 流体 的 总 质量 ; 另 一 方面 ,如 果 流 体 是 不 可 压 
缩 的 , 且 流 动 是 稳定 的 , 则 在 流体 离开 2 的 同时 ,2 内 部 必须 有 产生 流体 的 “源头 ?产生 同样 
多 的 流体 来 进行 补充 ,因此 ,高 斯 公式 左 端 可 解释 为 分 布 在 2 内 的 源头 在 单位 时 间 内 所 产 
生 的 流体 的 总 质量 . 

以 闭 区 域 2 的 体积 V 除 以 式 (4. 50) 的 两 端 可 得 


下 二 
al = vaeas. 
在 2 中 任 取 一 点 (6,7,5) ,对 上 式 中 的 三 重 积分 应 用 积分 中 值 定理 ,得 
aQ ,aR 
人 本 是 ) (ED va. E> 


qz 
令 0Q 缩 到 一 点 M(z,y,z)， RE 得 
aQ = 
守 二 用 + = bin vhs. ds. (4.51) 


式 (4.51) 可 以 看 作 是 散 度 的 另 一 种 定义 形式 . 如 果 向 量 场 A(z,y,<) 表 示 不 可 压缩 流 
体 的 稳定 流速 场 时 ,divA 可 以 看 作 流 体 在 点 MCz,y'z) 的 源头 强度 , 即 在 单位 时 间 内 从 单位 
体积 中 所 产生 的 流体 质量 . 若 divACM) 二 0, 说 明 在 每 一 单位 时 间 内 有 一 定数 量 的 流体 流出 
这 一 点 , 则 称 这 一 点 为 源 ; 相反 , 若 divA(M) 二 0, 说 明 流体 在 这 一 点 被 吸收 , 则 称 这 点 为 汇 ; 
若 在 向 量 场 A 中 每 一 点 此 有 div4A 一 0, 则 称 4 为 无 源 场 . 

例 4.25 求 向 量 场 4 一 > 十 = 大 的 散 度 . 

分 析 利用 式 (4. 49) 计 算 . 
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aP ,9Q ,9R 
元 十 到 十 下 一 吓 二 


例 4.26 求 向 量 场 r 一 五 十 好 oh 穿 过 曲面 指定 侧 的 通 量 : 

(1) 5 为 圆锥 式 十 y* 三 >* (0 三 > 有) 的 底面 z=, 方向 取 上 侧 ; 

(2) 3, 为 上 述 圆锥 的 侧 表面 ,方向 取 下 侧 . 

分 析 根据 通 量 的 定义 ,利用 高 斯 公式 计算 . 

解 ” 如 图 4. 32 所 示 , 设 马 ,3s 及 分别 为 此 圆锥 的 底面 、 侧 表面 
及 全 表面 . 利用 高 斯 公式 , 穿 过 全 表面 向 外 的 通 量 为 


TD fh “dS aivav sjav mh’. 
了 n n 


(1) 穿 过 底面 ,方向 向 上 的 通 量 


解 divA 2 S 


® = 全 。dS 一 | = i = xh’, ey 
有 人 
(2) 穿 过 侧 表面 向 外 的 通 量 8B, 二 8 一 ®@, 一 0. 
习 三 题 汪 4.6 
思 / 考 / 题 


1. 利用 高 斯 公式 求 曲 面积 分 或 三 重 积 分 时 有 哪些 注意 事项 ? 求解 步骤 是 什么 ? 
2. 高 斯 公式 与 通 量 、 散 度 之 间 存 在 哪些 联系 ? 
3. 如 何 利 用 高 斯 公式 证 明定 理 4.7 及 推论 1? 


RE 
到 求 必 必 +wdsdz+ +z)dzdz+(Cz+z)drdy, 其 中 习 为 平面 z 一 0,y 一 0z 一 0， 
了 
Z 一 ay 一 0,z< 一 c 围 成 的 立体 的 表面 的 外 侧 . 
2; 隶 个 ?ade + dd 二 drdy ,其 中 卫 是 球面 十 十 x? 二 R? 的 外 侧 . 


愉 当 de dz 十 3dzdy, 其 中 号 是 x? 十 十 x? 二 9 的 外 侧 在 z 宇 0 的 部 分 . 


4. ale 十 z)dydz 十 (zx 一 y 十 3z?)dzdzx 十 (2x? 十 3y 一 x)dzrdy, 其 中 马 为 旋转 抛物 
面 z 一 1 一 一 洲 在 0 之 z 忆 1 部 分 的 外 侧 。 
求 修 避 寺 二 dydz 二 (十 十)dedz 十 (x 十 y 十 )dzdy, 其 中 驴 是 由 国术 
面 z 十 y :一 9,z 二 1,z 二 3 围 成 立体 的 表面 内 侧 . 
6. 求全 (cosa + ycos8 十 zcosy)dS, 其 中 马 是 由 < 二 zx? 十 y:,xz 二 1 围 成 立体 的 表面 外 
: 


4.7 斯 托 克 斯 公式 、 环 流量 与 旋 度 
The Stokes formula, circulation and curl 人 
侧 ,cosacosB,cosy 是 瑟 外 法 线 方 向 的 方向 余弦 . 
(加 ) 
1. 求 2zdydz 十 (2 十 =) dzdy 关中 与 为 下 半球 面 < 一 一 [4 ry 的 上 侧 . 
基 


Vr +y + 
2. 求 | ?eose 十 ycosB 十 zx?*cosY)dS, 其 中 怕 为 锥 面 z? 十 y? = zx:(0 之 xz 志 有) ,cosa， 


到 
cosB,cosy 为 此 曲面 外 法 向 量 的 方向 余弦 . 
3. 求 (2xz 十 y*)dydz 十 (2z? 十 yz)dzdr 一 (2xy 十 z*)drdy, 其 中 怕 是 由 旋转 曲面 z 一 


3 


VT 十 y 与 z 二 V2 一 x 一 y” 围 成 立体 的 表面 外 侧 . 


4. 求 | sy + Dzdydz + 2G1 一 yr)dzdz 一 4yzdzdy, 其 中 号 是 由 曲线 Ye 
号 TT 


ll 
[= 


(1 委 y 和 3) 绕 y 轴 旋转 一 周 所 成 的 曲面 , 它 的 法 向 量 与 y 轴 正 向 的 夹 角 恒 大 于 


Sls 


5. 证 明 : 和 Zzdydz 一 2yzdzdz 十 (zx 一 =z)dzdy 一 0, 其 中 马 : z= V1 一 x 一 y 十 1， 


aU 


方向 取 下 侧 ,Z : = 一 Vx 十 y ,方向 取 上 侧 . 


[Ce 7 斯 托 克 斯 公式 、 环 流量 与 旋 度 


The Stokes formula ,circulation and curl 


作为 格林 公式 的 另 一 种 推广 形式 ,本 节 介绍 斯 托 克 斯 公式 , 它 建立 了 沿 曲面 三 上 的 曲 
面积 分 与 沿 着 三 的 边界 曲线 的 曲线 积分 之 间 的 关系 . 作为 斯 托 克 斯 公式 的 一 个 简单 应 用 ， 
本 节 还 将 给 出 空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 ,最 后 介绍 环流 量 与 旋 度 的 概念 . 


4.7.1 斯 托 克 斯 公式 


在 对 坐标 的 曲线 积分 和 对 坐标 的 曲面 积分 中 ,曲线 和 曲面 都 是 定向 的 . 为 了 建立 曲线 积 
分 与 曲面 积分 之 间 的 关系 ,首先 给 出 描述 曲线 和 曲面 关系 的 右手 规则 . 

右手 规则 ” 设 厂 是 分 段 光滑 的 空间 有 向 闭 曲线 ,5 是 以 荆 为 边界 的 分 片 光滑 的 有 向 曲 
面 . 当 右 手 除 拇指 外 的 四 指 依 研 的 绕 行 方 向 时 ,车 拇指 所 指 的 方向 与 上 法 向 量 的 指向 相 
同 , 则 称 荆 是 有 向 曲面 3 的 正 向 边界 曲线 . 

定理 4.8 设 丁 为 分 段 光滑 的 空间 有 向 闭 曲线 ,5S 是 以 T 为 边界 的 分 片 光滑 的 有 向 曲 
面 厂 的 正 向 与 3 的 正 侧 符合 右手 规则 ,函数 P(z,y,z) .Q(z,y,z),R(z,y,z) 在 包含 曲面 
卫 在 内 的 一 个 空间 区 域内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 有 


I Rj 十 (多 RR)aede1 '- 2P )aray 


= paz + Qdy + Rde. (4.52) 


全 第 4 章 曲线 积分 与 曲面 积分 
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上 式 称 为 斯 托 克 斯 公式 (Stokes formula). 
分 析 根据 函数 P(rz,y,z) ,Q(z,y,z) 及 R(z,y,z) 的 相关 信息 对 号 人 座 .例如 ,将 曲面 


可 分 | 站 dd 一 如 drdy 化 为 轩 区 域 D。 上 的 二 重 积分 ,然后 通过 格林 公式 使 它 与 曲线 积 


分 相 联系 . 

证 如 图 4.33 所 示 , 设 曲面 3 与 平行 于 x 轴 的 直线 相交 不 
多 于 一 点 ,并 取 三 为 曲面 > 一 X(zyy) 的 上 侧 , 有 向 曲线 C 为 三 的 
正 向 边界 曲线 卫 在 zOy 面 上 的 投影 , 且 所 围 区 域 为 D。. 

根据 对 面积 的 曲面 积分 和 对 坐标 的 曲面 积分 间 的 关系 ,有 


ra 9 9P 9P 
中 Fdedr drdy = 站 ER cosB 于 cosyjds， 
了 EF 


当 克 的 方程 为 = 二 f(z,y),(z,y)ED;y 时 ,有 向 曲面 3 的 法 4.33 

向 量 的 方向 余 弘 为 
Cosa = ， cospB = ， Cos7 一 1 
Vl+fs+fs V1 十 户 十 户 Vl+fs+fy 


因此 ,cosB== 一 fycosyY, 于 是 
| de 本 dy ll a oP Ey, jeowds， 


即 


| 2 =dz 一 区 drdy llE +/, Jdrdy. 


9y 


上 式 右 端的 出 面积 分 化 为 二 重 积分 时 ,将 P(xz,y,>) 中 的 x 用 f(z,y) 来 代替 . 由 复合 函数 的 
微分 法 ,有 


元 PC sg) = i 


因此 得 到 


J dzde drdy 由 2 yP [Ley f(z,y) Jdrdy. 
2 


根据 格林 公式 ,上 式 右 端的 二 重 积分 可 化 为 沿 闭 区 域 D。 的 边界 C 的 曲线 积分 
| Pte rdy = Pleyel 


yy 


于 是 


Es sd — drdy -4 Plz,ysf (zsy) Jdz; 
于 


因为 函数 PLz,y,f(z,y)j 在 曲线 C 上 点 (zx,y) 处 的 值 与 函数 P(x,y,z) 在 曲线 厂 上 对 
应 点 (z,y,z) 处 的 值 是 相同 的 ,并 且 两 曲线 上 的 对 应 小 弧 段 在 z 轴 上 的 投影 也 一 样 ,根据 曲 


线 积分 的 定义 ,上 式 右 端的 曲线 积分 等 于 曲线 厂 上 的 曲线 积分 | Perad 因此 证 得 


| Bacar — Bardy = C0 (4.53) 
y r 
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如 果 三 取 下 侧 , 厂 也 相应 地 改 成 相反 的 方向 , 则 式 (4. 53) 的 两 端 同时 改变 符号 ,因此 ， 
式 (4.53) 仍 成 立 . 
其 次 ,如 果 曲 面 与 平行 于 x 轴 的 直线 的 交点 多 于 一 个 , 则 可 作 辅 助 曲线 把 曲面 分 成 几 部 
分 ,然后 应 用 式 (4. 53) 计 算 并 相 加 . 因为 沿 辅助 曲线 而 方向 相反 的 两 个 曲线 积分 相 加 时 正好 
抵消 ,所 以 对 于 这 一 类 曲面 公式 (4. 53) 也 成 立 . 


同 理 可 证 
| 38aray — 4ya: = 中 Qczsy ads (4.54) 
£ 
TaR aR 加 
| ad — Rd 一 中 Rezsyz)dz (4.55) 
将 式 (4.53)、 式 (4. 54) 及 式 (4. 55) 合 并 , 即 可 得 到 式 (4. 52). 证 毕 


为 了 便于 记忆 ,斯 托 克 斯 公式 可 以 写成 
dydz dzdz dzdy 


9 9 
| 2 2 |=fPdrtQdy+Rde. (4.56) 
2 

省 Q R 


若 用 对 面积 的 曲面 积分 表示 式 (4. 52) 的 左 端 , 斯 托 克 斯 公式 也 可 以 写成 


cosa cosB cosy 


| EN i 
| 元 贡 六 14S = 和 pdr+Qdy+tRd:, (4.57) 
P Q R 


其 中 m 一 (cosa,cosB,cosy) 为 三 上 点 (zyyx) 处 的 单位 法 向 量 . 

斯 托 克 斯 公式 建立 了 有 向 曲面 上 的 曲面 积分 与 其 边界 曲线 上 的 曲线 积分 之 间 的 关系 . 
特别 地 , 当 瑟 是 zOy 面 的 平面 闭 区 域 时 ,斯 托 克 斯 公式 就 变 成 格林 公式 . 因此 ,格林 公式 是 
斯 托 克 斯 公式 的 一 个 特殊 情形 . 

例 4.27 求 zdz zdy+ yd 其 中 械 是 平面 + 十 y 十 x 二 1 被 三 坐标 面 所 截 成 的 三 角 
形 的 整个 边界 , 它 的 正 向 与 这 个 三 角形 上 侧 的 法 向 量 之 间 符 合 右手 规则 . 

分 析 先 在 空间 直角 坐标 系 中 画 出 图 形 , 如 图 4. 34 所 示 ; 3 
然后 确定 函数 P,Q,R 的 表达 式 ; 再 利用 斯 托 克 斯 公式 (4. 52) 
计算 . 

解 易 见 ,函数 P,Q,R 的 表达 式 分 别 为 

PCz,y,z) = xz, Q(z,y,2) = x, R(z,y,z) = y. 

根据 斯 托 克 斯 公式 (4. 52) ,有 

edz 十 xdy 十 ydz 一 ud- 十 dzdz 十 dzdy， 


图 4.34 


其 中 三 是 平面 + 十 y 十 x 二 1 被 三 坐标 面 所 截 成 的 三 角形 区 域 . 由 
于 卫 的 法 线 向 量 的 三 个 方向 余弦 都 为 正 , 再 由 对 称 性 知 


[ua 十 dzdz 十 dzdy = 3| ao, 
2 Du 
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于 是 


中 zdzr 十 zdy 十 ydz 一 
Jr 2 


例 4. 28 求 IT= 中 CdzTCeTa)dy 上 Ge)ds， 


其 中 曲线 厂 是 曲面 xz? 十 yy 十 z2* = 二 2Rr 与 x? 十 y= 二 2rz 
(0<r<<R,z>0) 的 交 线 . 此 曲线 是 顺 着 如 下 方向 前 进 的 , 即 由 它 
所 包围 的 球面 x? 十 y 十 x? 二 2Rzx 上 的 最 小 区 域 保持 左 方 ,如 
图 4. 35 所 示 . 

分 析 找到 函数 P,Q,R 的 表达 式 ; 再 利用 斯 托 克 斯 公 
式 (4. 52) 计 算 . 图 4.35 

解 易 见 ,函数 P,Q,R 的 表达 式 分 别 为 

P(zyyz) = yz Q(zsysz) = Tz R(r,y,z)= zy’. 
不 难 求 得 ,上 半球 面 xz? 十 y? 十 >? 二 2Rz 的 法 线 的 方向 余弦 分 别 为 
Cosa 二 cos8 一 让 ， coOSY 一 we 
由 斯 托 克 斯 公式 (4. 57), 有 


I= 2||LCy 一 =)cose 十 (z 一 Z)cos8 十 (一 y)cosy]dS 


= 站 [ec SE 1)}+ 如 时 十 (x 一 攻 ) 吝 ]1S 
2 


加 2 (z 一 y)dS( 利 用 对 称 性 ) 
2 


加 中-as = 2||Reosyas 
. 


FE 


= 2||Rdzxdy = 2R 和 do = 2rr2? 尺 . 


3 z+ <2 


4.7.2 空间 曲线 与 路 径 无 关 的 条 件 
定理 4.9 设 空间 区 域 G 是 一 维 单 连通 区 域 . 函 数 P(z,y,z),QCz,y'z),RCzyz) 在 


G 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 对 于 G 内 任意 一 点 ,等 式 
9R 3aQ 9P 59R oOQ 9P 
二 (4.58) 


恒 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 空间 遇 线 积分 | Pdz + Qdy + Rds 在 G 内 与 路 径 无 关 . 
在 定理 4.9 中 , 若 厂 是 G 内 任意 一 条 光滑 的 封闭 曲线 , 则 式 (4. 58) 恒 成 立 的 充分 必要 
条 件 是 : 空间 遇 线 积分 中 Pdz +Qdy + Rds = 0 


定理 4.10 设 空间 区 域 G 是 一 维 单 连通 区 域 , 函 数 P(x,y,z),Q(z,y,z),R(z,y,z) 
在 G 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 对 于 G 内 任意 一 点 , 式 (4. 58) 恒 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 


4.7 斯 托 克 斯 公式 、 环 流量 与 旋 度 
The Stokes formula, circulation and curl 


表达 式 Pdz 十 Qdy 十 Rdz 在 G 内 是 某 一 函数 u(z,y,z) 的 全 微分 ,并 且 函 数 u(xz,y,z) 的 表 
达 式 为 


u(xz,y,2) -| Pdz 十 Qdy 十 Rdz， (4.59) 


(Cro yovso) 


或 用 定 积 分 形式 表示 (积分 路 径 如 图 4. 36 所 示 ) 
u(x,y,z) -| PCzvy va)dz 十 | QCz,yyzo)dy 十 


M(x, y, 2) 

| Ry (4. 60) 

其 中 Mo (zo ,yo ,x0) 为 G 内 的 某 一 定点 , 且 点 MCz,y,z)EG. 
4.7.3 环流 量 与 旋 度 


设 有 向 量 场 
Al(xzr,y,z) = Plz,ysz)i Q(z ys 2)j 十 RCzyyyz)K， 
简 记 为 A 二 (P,Q,R) ,其 中 假定 P,Q,R 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 卫 是 向 量 场 4 的 定义 域内 的 
一 条 分 段 光滑 的 有 向 闭 曲 线 ,f 是 本 在 点 (x,y.z) 处 的 单位 切 向 量 , 则 在 场 4 中 沿 某 一 光滑 
的 封闭 曲线 厂 上 的 曲线 积分 
ba “Tds 


称 为 向 量 场 A 沿 有 向 闭 曲线 T 的 环流 量 (cireculation). 
进一步 地 ,车 卫 是 由 古 张 成 的 一 片 有 向 光滑 曲面 ,利用 斯 托 克 斯 公式 、 两 类 曲线 积分 之 
间 的 关系 即 两 类 曲面 积分 之 间 的 关系 ,有 


$a stds $a “ds 中 Pdz Qdy 十 Rdz 


外 且 - 呈 jade+( 于 -二 jdedr+( 吕 - 基 )ady 


Aay 9z 9z 
和 


J 加 ]cosa+ (天 器 jose+ [2 中 jeosy]as (4.61) 
以 向 量 场 4 在 坐标 轴 上 的 投影 
aR 93aQ aP 9R 9Q@ 9P 
ay ar” ar 9r’ ar ay 
作为 分 量 的 向 量 称 为 向 量 场 A 的 旋 度 (curl,rotation) , 记 作 rot4 , 即 
m4 一 (加 一天 +( 守 一 姑 + (中 -各 
例 4. 29 We 
分 析 利用 向 量 场 的 散 度 及 旋 度 的 定义 计算 . 
解 易 见 ,在 向 量 场 A 二 x?i 一 2zyj 十 >*k 中 ,有 
Pl(z,y,z) = Zz, Q(x,y,z) 一 一 2zy， R(x,y,z) = z. 
由 散 度 的 定义 ,有 


Mi(x, yo,20) MG 六 z0) 


divA 2 t 30 0R 2z 十 (一 2z) 十 2z 一 2z， 
9r 9y 9z 
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故 在 点 Mo(1,1,2) 处 ,divA|m 一 4. 由 旋 度 的 定义 ,有 
wt EE 322)j+( 芝 aR +( 雏 


ay az az az 9r Ay 
(0— it (0— Okt+(—2y— Ok=—2yk, 
故 在 点 Mo(1,1,2) 处 ,rotA|m, 二 一 2k. 


习 江 题 24.7 


思考 /是 


1. 斯 托 克 斯 公式 和 格林 公式 有 什么 联系 了 
2. 利用 斯 托 克 斯 公式 将 曲面 积分 与 曲线 积分 相互 转换 时 有 哪些 注意 事项 ? 
3. 空间 曲线 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 是 什么 ? 


js Rb C3y Hz)dz 十 (zx 一 z)dy 十 (y 一 x)dz, 其 中 厂 为 平面 z 十 y 十 z 二 2 与 各 坐标 面 
的 交 线 ,从 = 轴 的 正方 向 看 玉 取 逆 时 针 方 向 为 正 向 
2. 求 了 zdz 十 zdy 十 yde, 其 中 夏 是 闭 折 线 ABCA ,其 中 AC1,0,0),B(0.1,0),C(0,.0,1)， 


3. 未 Cr 让)dz 十 (2 十 局 dy 十 ( 民 十 dz; 其 中 厂 为 十 y 十 z 二 1 与 三 个 举 标 
面 的 交 线 , 它 的 走向 使 所 围 平面 区 域 上 侧 在 曲线 的 左 侧 . 


4. 中 z)dz 十 (= 一 z)dy 十 (z wde, 其 中 下 为 级 一 ”二 ?从 = 才 的 下 
方向 看 下 沿 顺 时 针 方 向 . 
zz 十 交 一 1， 
各 求 由 ?ydr 十 ys?dy 十 zzdz, 其 中 | 之 从 y 轴 的 正方 向 看 卫 沿 逆 
了 y= 
时 针 方向 . 
+ = 1s 
6. 圳 (= 一)dz+tz 一 =)dy+(z 一 y)de, 其 中 是 直线 位 “| 2z, 从 < 和 的 
正 向 看 下 沿 顺 时 针 方 向 . 
1. 是 非 题 


(1) 车 函数 f(x,y) 在 曲线 了 上 和 连续 , 则 对 弧 长 的 曲线 积分 | f(z)ds 必 存在 ， € 3 


> 


(2) 若 对 坐标 的 曲线 积分 | Pdz + Qdy 上 Rds 存在 , 则 它 只 与 被 积 函 数 Pas 


Q(x,y,z) 及 R(r,y,z) 有 关 , 而 与 曲线 厂 的 方向 起 点 及 终点 无 关 . ( ) 
(3) 设 PCz,y) 和 Q(z,y) 在 区 域 DD 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 由 线 积分 | Pdz + Qdy 
在 D 上 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 9 一 3 ( ) 
y 4 
(4) 非 封闭 的 光滑 或 分 片 光滑 曲面 一 定 是 双 侧 曲 面 . ( ) 
(5) 设 马 是 有 向 的 光滑 曲面 ,函数 P(x,y,z) 在 号 上 连续 , 则 对 坐标 的 曲面 积分 
Psy adydz 一 定 存在 . € 
2 
2. 填空 题 


(1) 空间 曲线 x 二 3t,y 二 3t? ,zx 二 2#8 从 O(0,0,0) 到 A(3,3,2) 的 弧 长 为 
(2) 设 f(x) 为 可 微 画 数 ,A 访 为 光滑 曲线 , 若 曲 线 积分 | f(z) (ydz 一 zdy) 与 积分 路 
径 无 关 , 则 函数 f(x) 应 满足 的 关系 式 为 5 
(3) 设 号 是 yOz 坐标 平面 上 的 国 域 y: 十 ss<1, 则 | (ze 十 十 汪 )dS 一 
3 


(4) 设 工 为 取 正 向 的 国 周 zx* 十 y* 一 9, 则 中 (2zy 2y)dz 十 (zz 一 4z)dy 


(5) 设 号 是 平面 3z 十 2y 十 2V3z 二 6 在 第 一 卦 限 的 部 分 的 下 侧 ,将 对 坐标 的 曲面 积分 
T = ‖ Pdsdz + adzdz + Rdrdy 转化 为 对 面积 的 则 面积 分 ,有 1 一 


3 
3. 选择 题 
(1) 已 知 这 二 43)dz 十 ydy 为 某 函 数 的 全 微分 , 则 a 二 ( 。。). 
(z+y) 
A =} B. 0 C1 D.2 


(2) 设 C 为 从 A(0,0) 到 B(4,3) 的 直线 段 , 则 | -w= 六 
A. 上 (全 ja B. 人 (< 和 [1 + 襄 虹 
C. | (9 -3 )a i 上 (各 一 ?> 用 + 计生 


(3) 设 号 是 部 分 难 面 : z+ 一 二 ,0 过 < 之 1 则 ++yds 一 ( ). 
3 


3 区 2x 1 
A. ao| rerdr B. | ao| rerdr 
0 0 0 0 
二 2x 1 
G vi [ao = “rdr D. vz| dg| 7 “rdr 
o 


(4) 设 号 是 平面 块 : y 一 z,0 委 z 委 1,0 委 = 委 1, 方 向 向 右 则 曲面 积分 ||ydrdz 一 ( 六 
5 
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,| | C. | 


到 De 

(5) 曲线 积分 了 一 |、 (2zcosy 十 ysinz)dz 一 (zesiny 十 cosz)dy ( 曲线 A 户 为 位 于 第 一 

T 
象限 中 的 国 纹 ,ACO,0),B (至 ,0 为 法 
ze T2 
A. 0 B. = C 了 起 .2 

4. 求 | yds, 基 中 工 为 抛物 线 y? 一 2pr(p 这 0) 由 A(0,0) 到 B(zo,yo) 的 一 段 弧 . 

5 求 | zds, 其 中 了 为 螺 线 工 王 tcost,y 一 tsint,< 一 上 (0 委 上 入 2r). 

6. 求 | 一 一 zds, 其 中 卫 为 空间 曲线 工 一 ecost,y 一 esint,z 一 ef 上 相应 于 上 从 

这 i 

0 变 到 2 的 这 段 弧 . 


7. 求 } 他 十 六 后 二 一 六 dy, 其 中 厂 为 轿 周 x* 十 六 一 a?( 按 逆 时 针 方向 绕 行 ) 
r | ks 


8. 求 | ydz 十 dy 十 zdz, 其 中 厂 为 曲线 acostsy =asint,z=W, 从 t= 二 0 到 t= 2x 
的 一 段 弧 . 

9. 求 | (十)de 十 (zx? 一 yydy, 其 中 为 y 一 1 一 | 1 一 zx| (0 三 x 三 2), 方 向 为 x 
增 大 的 方向 . 

10. 证 明 : 曲线 积分 | ” (2zer 十 yde 十 (xz?e 十 z 一 2y)dy 与 路 径 无 关 ,并 求 积分 值 . 


(2,2) 


11. 证 明 ， 当 路 径 不 过 原点 时 ,曲线 积分 | ” 必 虹 十 治 入 与 站 径 无 关 , 并 求 积分 值 


GD 《2 十 

12. 利用 曲线 积分 求情 加 于 十 小 一 1 的 面积 . 

13. 求 | (一 dz 一 (z 十 sin?y)dy, 其 中 工 是 国 周 y 二 V2z 一 好 上 由 点 (0,0) 到 点 
(1,1) 的 一 段 弧 。 


14. 冰 3 ， 其 中 了 为 图 周 (z 一 1)2 十 yz 一 2,L 的 方向 为 着 时 针 方向 . 


15. 求 ||3=ds, 其 中 三 为 抛物 面 = 一 2 一 (x? 十 y) 在 xOy 坐标 平面 上 的 部 分 . 
条 
16. 求 | rezsy ,sds, 其 中 


Ty， zz 之 Vz :十 y， 
0， z= Vr +y. 
17. 求 上 (<* + dydz 一 zdzdy, 其 中 号 是 族 转 抛物 面 < 一 本 证 汪 介 于 平面 = 一 0 及 
EE- 
= 一 2 之 间 的 部 分 的 下 侧 . 


Z:z2 十 到 十 至 一 民 ,Fzyyz) 一 


> 


18. 求 师 lqydz 十 上 dzdz 十 dzdy, 其 中 三 为 椭 球 面 夺 十 六 十 本 二 1 的 外 例 . 
I y a [2 地 
2 
19; 未 | + [4z 十 2yln(z 十 VR 十 zx?)]dy, 其 中 工 是 沿 z* 十 y* 一 R? 由 
点 A(R,0) 沿 逆 时 针 方向 到 B( 一 R,0) 的 半圆 周 . 
20. 求 曲面 积分 ||z(1 十 zz)dydz 十 y(1 一 zzz)dzdz 十 z(1 一 zx)dzdyy, 其 中 马 为 曲面 
2 


z 二 Vz 十 yy (0 忒 zx 声 1) 的 下 侧 . 
21. 求 | 1 zy 1 ds, 其 中 号 的 方程 为 |z1+| y |+| = 1 一 1. 
2 


2 将 PCzsy,z)dydz+QCzsyvadzdzTRCryvz)dzdy 化 为 对 面积 的 曲面 积分 ,其 
3 


中 马 为 上 半球 面 z = Vr 一 x 一 y 的 上 侧 . 


第 C5 > 章 
无 穷 级 数 


Infinite series 


在 微 积分 的 建立 和 发 展 过 程 中 ,无 穷 级 数 占 有 重要 的 地 位 , 它 是 研究 函数 性 质 、 表 示 允 
数 和 近似 计算 的 一 个 重要 的 数学 工具 ,在 自然 科学 .工程 技术 和 数学 自身 等 众多 领域 都 有 着 
重要 而 广泛 的 应 用 . 无穷 级 数 一 般 分 为 两 类 进行 研究 , 即 常数 项 级 数 和 函数 项 级 数 . 对 于 常 
数 项 级 数 ,主要 讨论 如 何 判 断 其 敛 散 性 的 问题 , 它 可 以 说 是 研究 数列 及 其 极限 的 男 一 种 形 
式 ; 对 于 函数 项 级 数 ,主要 用 于 表示 函数 ,特别 是 表示 一 些 非 初 等 函数 . 本 章 的 内 容 也 对 应 
地 分 为 两 部 分 , 即 常 数 项 级 数 和 函数 项 级 数 . 首先 讨论 常数 项 级 数 及 其 敛 散 性 问题 ,包括 基 
本 概念 与 性 质 、 正 项 级 数 、 交 错 级 数 和 任意 项 级 数 , 给 出 相应 的 判别 方法 ; 然后 讨论 函数 项 
级 数 ,包括 备 级 数 、 泰 勒 级 数 和 傅 里 叶 级 数 , 重 点 讨论 备 级 数 的 收敛 域 、 和 函数 以 及 函数 按 泰 
勒 级 数 展 开 和 按 傅 里 叶 级 数 展开 等 问题 . 


5.1 常数 项 级 数 (了 ) 一 基本 概念 与 性 质 
~ Series with number terms (D—— Basic concepts and properties 


5.1.1 引 例 


引 例 1 设 有 一 弹性 球 从 高 度 为 h 的 位 置 自 由 落下 , 若 每 次 着 地 后 又 跳 回 原 高 度 的 一 
半 后 再 落下 , 则 第 次 着 地 后 弹性 球 所 经 过 的 路 程 s, 是 多 少 ? 如 此 无 限 次 跳 回 再 落下 , 弹 
性 球 所 经 过 的 路 程 是 否 为 有 限 值 ? 


易 知 ,弹性 球 第 一 次 着 地 经 过 的 路 程 为 ,第 二 次 弹 起 和 着 地 经 过 的 路 程 为 2X 分 ,第 三 


次 弹 起 和 着 地 经 过 的 路 程 为 2X 往 ， i ,第 n(n 和 2) 次 弹 起 和 着 地 经 过 的 路 程 为 2X 二. 
因此 ,弹性 球 n 次 着 地 后 所 经 过 的 路 程 为 
二 2h( 训 十 间 十 “十 开 下 邦交 名 
如 此 无 限 次 落下 跳 回 ,弹性 球 所 经 过 的 路 程 为 
1 1 1 ， 


六 二 2 (3 + tr 7 之 2. 


5.1 常数 项 级 数 ( 工 ) 一 一 基本 概念 与 性 质 


Series with number terms( 工 ) 一 一 已 osic concepts and properties 


显然 ,这 是 一 个 无 穷 多 个 数 相 加 的 问题 .一般 情 况 下 ,要 想 计算 这 个 和 ,可 以 先 求 其 前 
项 和 , 即 弹 性 球 次 着 地 后 小 球 所 经 过 的 路 程 ， 
| 
Ei | 
sm 二 用 十 2h 。 i (3 二) 
i i 
2 
当 moo 时 ,有 lims, 二 3h, 即 小 球 无 限 次 落下 跳 回 ,所 经 过 的 路 程 为 有 限 值 34. 


引 例 2 计算 | simnzdz 的 近似 值 
在 上 册 6.4 节 中 的 最 后 部 分 曾经 介绍 过 ,| snzdz 的 原 丙 数 虽 然 存在 ,但 是 不 能 用 初等 
函数 表示 ,因此 也 无 法 直接 用 牛顿 - 莱 布 尼 欧 定理 计算 . sinz 的 麦克 劳 林 公式 为 


Sl rn Re 了 区 下 CE ml 
nD = 
因此 有 
i 1 1 rl 1 
| BF I tn gn 


若 截取 前 几 项 ,可 得 到 | Szdxz 的 近似 值 . 现在 的 问题 是 , 这 样 得 到 的 近似 值 与 准确 
值 的 接近 程度 如 何 ? 取 多 少 项 能 够 达到 所 要 求 的 精度 ?这 些 问题 将 在 5.5 节 中 给 出 具体 的 
回答 . 

在 理论 和 实际 应 用 中 ,类 似 的 算 例 还 有 很 多 ,它们 都 涉及 无 穷 多 个 数值 或 函数 相 加 的 情 
形 . 为 此 ,我 们 引入 两 类 无 穷 级 数 的 概念 , 即 常数 项 级 数 和 函数 项 级 数 ，. 


5.1.2 常数 项 级 数 的 基本 概念 
定义 5.1 给 定数 列 wu ,ws，… ,uw,…, 称 如 下 的 表达 式 


Du = + 二 (5.1) 


n=1 


为 常数 项 无 穷 级 数 ,简称 为 常数 项 级 数 〈series with number terms) ,其 中 ww 称 为 该 级 数 的 通 
项 或 一 般 项 (general term). 进一步 地 ,级 数 (5.1) 中 前 项 的 和 
5 三 十 We 证 “十 坟 三 > 
称 为 级 数 (5. 1) 的 部 分 和 (partial sum) , {5， ) 称 为 级 数 的 部 分 和 数列 . 
定义 5.2 如果 级 数 (5. 1) 的 部 分 和 数列 {s} 的 极限 ( 记 作 >) 存在, 即 lims 一 *, 则 称 该 
级 数 收敛 ,并 称 极 限 值 * 为 级 数 的 和 , 即 


= De tt i 


这 时 也 称 级 数 (5.1) 收 敛 于 ;. 若 部 分 和 数列 {5.} 的 极限 不 存在 ， 则 称 级 数 (5. 1) 发 散 . 
关于 定义 5. 1 和 定义 5. 2 的 几 点 说 明 . 
(1) 由 定义 5.1 可 知 ,51 二 ww,$52 二 友 十 Wz 53 二 tu 十 tz 十 wa，…， 即 级 数 的 部 分 和 s, 构成 
了 部 分 和 数列 {5,}. 反之 ,车 给 定 了 一 个 数列 {a,}, 令 


0 第 5 章 无 穷 级 数 
Cody nite series 


WW 中 三光 赴 《az 一》 市 十 《aw 一 Wi 三 Wn 
即 a, 恰好 是 级 数 >)w 的 前 ”项 的 和 . 因此 ,常数 项 级 数 和 数列 只 是 形式 上 不 同 ,并 没有 本 
n=1 
质 上 的 差别 . 
(2) 当 级 数 > ,xu 收敛 时 ,其 和 * 与 部 分 和 s, 的 差 称 为 级 数 的 余 项 , 记 作 六 , 即 
n=1 
rs = 5S— Ss = Urhi 二 Wnts 二", 
它 表示 用 s, 近似 代替 * 产生 的 误差 ,并 且 有 
limr, = lim(s—s,)= 外 
(3) 由 定义 5.2 可 知 ,级 数 > wu, 的 敛 散 性 可 由 部 分 和 数列 {5,} 的 敛 散 性 确定 , 即 判别 
n=1 


级 数 的 敛 散 性 可 以 转化 为 判别 数列 的 敛 散 性 ,反之 亦 然 . 
例 5.1 判别 下 列 无 穷 级 数 的 敛 散 性 : 


wD tt tt) + 


1 | 1 2 
wD ts 1X2 2X 


-1 a 
(3) 2m | 本 In2 十 In 训 十 …+ nm 人 | i) se 
分 析 利用 定义 5.2 进行 判别 , 即 判别 与 级 数 对 应 的 部 分 和 数列 是 否 收敛 . (1) 易 见 ， 
该 级 数 的 后 一 项 与 前 一 项 的 比 均 为 二 , 称 其 为 公 比 是 村 的 等 比 级 数 ,可 以 根据 等 比 数列 求 和 


公式 , 求 出 该 级 数 的 前 n 项 部 分 和 ; (2) 和 (3) 根 据 一 般 项 的 特点 ,可 将 其 拆 成 两 项 之 差 , 然 
后 求 和 . 
解 ” (1) 级 数 的 前 项 部 分 和 为 


1 i 二 1-(3) 
5 一 1+ 让 + [村 ) +… 十 (于 ) 
3 
Whe 5. 2 知 ,该 级 数 收 伍 , 和 为 * 一 二 
=4= 
(20 re 元 一 FI" 因此 有 
a 二 - 记 业 1 
sn 二 Ui 十 wz Un 人 二 (3 #3]+ | 1 二 
因为 lims, 一 lim(1 一 = 于) 一 1， 所 以 该 级 数 收敛 , 且 DE 本 5 一 1. 


(3) 由 于 ww nm 人 fa+ 二 】 ln(z 十 1) 一 Inz ,因此 有 
2 一 2 十 ti 十 … 十 一 (ln2 一 lnl) 十 (ln3 一 ln2) 十 … 十 [ln(z 十 1) 一 lnz] 王 ln(0z 十 1). 


5.1 常数 项 级 数 (了 I) 一 一 基本 概念 与 性 质 
Series with number terms( 1 )—— Basic concepts and properties 4 
因为 lims, 一 limln(n+1) 一 中, 所 以 该 级 数 发 散 . 


例 5.2 证 明 : 调和 级 数 (harmonic series) DD ] 1+ 二 十 1 十 … 十 二 … 发 散 . 


n=1 


分 析 ”由 于 无 法 直接 判断 该 级 数 的 前 项 部 分 和 是 否 收 全 ,入 要 利用 反 证 法 
证 “假设 调和 级 数 收敛 到 s, 则 有 lims, 二 s,limso, 二 s, 及 lim (so 一 5 ) =0. 
然而 


和 1 
3 | z+ Ta > 2 + 恋 十 -到 要 
7 个 
这 与 lim (so 一 w) 一 0 矛盾 , 故 假设 不 成 立 . 因此 ,调和 级 数 >) 二 发散. 证 毕 
Dt n=1 


例 5.3 考察 等 比 级 数 (geometric series) BD 二 1 十 gq 二 gq 十 … 十 gq 十 … 的 敛 散 性 ， 


其 中 g 称 为 公 比 ,该 级 数 也 称 为 几何 级 数 . 

分 析 根据 等 比 数列 求 和 公式 , 先 求 出 该 级 数 的 前 n 项 部 分 和 ,通过 求 部 分 和 数列 的 极 
限 来 判别 等 比 级 数 的 敛 散 性 . 

解 当 |d| 和 1 时 ,等 比 级 数 的 前 项 部 分 和 为 


He 十 二 or 一 工 一 到 
疡 : 三 是 证 本寺 二 Te 
(1) 当 |g| 二 1 时 ,有 
| 
lims, 一 lim I= I 


由 定义 5.2 知 , 当 |g| 二 1 时 ,等 比 级 数 收敛 ， 其 和 为 :== 了 
(2) 当 |g| 二 1 时 ,有 


因此 , 当 |d| 二 1 时 ,等 比 级 数 发 散 . 
(3) 当 g=1 时 ,5 二, 则 lims, 王 00, 所 以 等 比 级 数 发 散 . 


0， 为 偶数 ， 
(4) ¥ EO. es (eh de ed Gt 所 以 部 分 和 数列 
攻 每 约克 人 全 分 各 和 
{5,} 的 极限 不 存在 , 故 等 比 级 数 发 散 . 
综 上 ,对 于 等 比 级 数 yw , 当 14| <1 时 级 数 收 仇 于 和 * 一 -: 当 |4| 之 1 时 级 数 
发 散 . 


5.1.3 收敛 级 数 的 基本 性 质 


由 定义 5.2 以 及 级 数 和 数列 的 对 应 关系 可 知 ,数列 具有 的 某 些 性 质 ,对 于 级 数 仍然 有 
效 . 根据 级 数 收 剑 和 发 散 的 定义 ,有 以 下 几 个 基本 性 质 . 
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性 质 1 设 为 非 零 常数 , 则 级 数 >)u, 与 hu。 具有 相同 的 全 散 性 , 即 同时 收敛 或 同 


时 发 散 ,并 且 当 级 数 > ws 收 合 时 ,有 ku, 一 kD 
分 析 利用 定义 5. 2 和 数列 极限 的 性 质证 明 . 
证 设 级 数 Dw 与 》 us 的 前 ”项 部 分 和 分 别 为 s 和 已, 易 见 


| hw 二 kis 站 “二 ka。 Rs 
由 数列 极限 的 性 质 可 知 , 极 限 limz, 与 lims, 同时 存在 或 同时 不 存在 , 即 级 数 > us 与 > wm 
同时 收敛 或 同时 发 散 . 
此 外 , 当 级 数 > us 收敛 时 ,lims 存在 .由 fim 一 lim 如 ,一 ims, 可 知 ,级 数 > us 也 
收敛 ,并 且 有 ku 二 Dw 证 此 
性 质 2 ”车 级 数 》 wu 与 3w, 都 收敛, 则 级 数 y (us 土 内 ) 也 收敛 ,并 且 有 
有 po (5.2) 
分 析 “利用 定义 5. 2 和 数列 极限 的 性 质证 明 
证 “ 设 级 数 (wu 土 m), mw 与 wv, 的 前 项 部 分 和 分 别 为 ws 和 4, 则 有 


wa 一 (Wi 土 轴 ) 十 (xz 十 ww) 十 … 十 (十 ww) Sa Ti 六 主 久 5 
k=1 k=1 
由 级 数 > wu 与 > ww 都 收敛 可 知 ,它们 的 部 分 和 数列 的 极限 都 存在 ,不 妨 分 别 设 为 s 和 


妃 则 有 limae 二 lim(s, 土 ) 一 s 士 4 因此 ,级 数 (us 二 ww) 收敛 ,并 且 有 式 (5.2) 成 立 . 


证 毕 
关于 性 质 1 和 性 质 2 的 几 点 说 明 . 


(1) 由 性 质 1 和 性 质 2 立即 可 得 : 若 级 数 yw, 与 》 w 收 伍 , 则 对 任意 常数 wb E R， 
级 数 (ou 十 名,) 也 收敛 ,并 且 有 
了 (5 3) 


例如 ,利用 式 (5.3) 不 难 证 明 级 数 > | 72- 十 坟 ] 是 收敛 的 . 这 是 因为 ,由 例 5.10) 和 


n=1 


(2) 可 知 


5.1 常数 项 级 数 (了 I) 一 一 基本 概念 与 性 质 
Series with number terms( I )—— Basic concepts and properties 个 
司 _ 本 1 
分 一 玫 1 1 El 9 
2 | 到 2 二 二 5 和 Ti 交 


(2) 性 质 2 说 明 两 个 收敛 的 级 数 可 以 逐 项 相 加 或 逐 项 相 减 . 显然 这 个 性 质 也 可 以 推广 
到 有 限 多 个 收敛 级 数 进行 逐 项 相 加 或 逐 项 相 减 的 运算 . 一 定 要 注意 ,性 质 2 及 其 推广 只 有 在 
级 数 都 收敛 时 才 成 立 . 


(3) 若 级 数 > uw, 收敛 ,而 级 数 2v 发 散 , 则 必 有 级 数 > (wu 士 w ) 发 散 . 否则, 若 级 数 
2 (ww 士 w) 收敛 ,又 由 级 数 > yw 收敛 , 据 性 质 2 可 得 ,级 数 


Re Ee 
也 收敛 ,与 已 知 矛盾 . 
性 质 3 ”级 数 去 掉 、 增 加 或 改变 有 限 项 ,不 改变 级 数 的 仇 散 性 ， 
此 性 质 是 显然 的 ,因为 一 个 级 数 收敛 主要 取决 于 充分 大 以 后 的 变化 情况 ,而 与 前 而 的 
有 限 项 无 关 , 但 有 限 项 的 变动 ,收敛 级 数 的 和 将 有 所 变动 . 


例如 ， 级 数 下 一 南 二 去 二 二 i … 相 当 于 由 等 比 级 数 直 去 掉 前 两 项 之 
后 得 到 的 ,由 性 质 3 可 知 , 该 级 数 是 收敛 的 
性 质 4 “收敛 级 数 加 括号 后 所 成 的 新 级 数 仍 收 伊 , 且 其 和 不 变 . 反之 不 然 . 


这 是 因为 ,如 果 对 级 数 Sh 不 改变 项 的 次 序 , 只 将 级 数 的 一 些 项 加 括号 ,例如 ,将 相 邻 


两 项 加 括号 所 得 级 数 
(Cu 十 zz) 十 (us 十 zi) 十 … 十 (tl 十 xn) 十 … 


其 部 分 和 数列 实际 上 是 原 级 数 部 分 和 数列 fs, } 的 子 数列 fs,} ,因而 当 级 数 Du 收敛 时 ,其 


部 分 和 数列 {5,} 必 收敛 ,其 子 数列 {52,} 也 必然 收敛 , 且 有 相同 的 极限 ;, 即 级 数 的 和 不 变 . 这 
个 性 质 也 可 以 按照 数列 与 其 子 列 的 关系 进行 解释 ,这 里 不 再 给 出 具体 的 证 明 . 
注意 ”加 括号 后 所 成 的 级 数 收敛 ,不 能 推出 原 级 数 收敛 . 例如 ,级 数 
G 一 D 十 (一 D) 十 …… 十 (1 一 1 十 … 
收敛 ,其 和 为 零 ,但 去 掉 括 号 后 级 数 
1 一 1 十 1 一 1 十 …… 十 1 一 1 十 … 


却 是 发 散 的 . 
性 质 5( 级 数 收 敛 的 必要 条 件 ) 如 果 级 数 3 收敛 , 则 limz = 0. 


证 由 于 级 数 Du 收敛 ,不 妨 设 其 和 为 ;, 则 有 lims, 二 lims,， 一 s, 于 是 


n=1 


limu, = lim(s, 一 sem) = 0. 证 毕 
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关于 性 质 5 的 几 点 说 明 . 
CD limw, = 0 仅 是 级 数 收敛 的 必要 条 件 而 非 充分 条 件 . 例如 ,调和 级 数 > 二 中, 一 


二 满足 limu 一 lim 十 = 0, 但 该 级 数 是 发 散 的 ,参见 例 5.2. 


(2) 从 级 数 收敛 的 必要 条 件 可 知 , 若 limzw 去 0, 则 级 数 > ww 发 散 . 从 而 可 以 利用 这 个 结 


论 判 定 级 数 发 散 . 例如 ,对 于 级 数 > ,7 二 1 十 2 十 … 十 ?十 …, 因 为 limau = limn 二 co 天 0, 所 
n=1 WN Ws 


以 该 级 数 是 发 散 的 . 
例 5.4 判断 级 数 的 敛 散 性 : 


D+) (2) 一 3 十 1 一 十 十 4 E 磺 

oli (et) 

分 析 判断 级 数 是 否 收敛 , 先 判断 一 般 项 的 极限 是 否 为 零 , 若 不 等 于 零 , 一 定 发散 ; 若 
等 于 零 ,再 用 其 他 方法 判断 . 


解 (1) 由 于 lim 人 1 十 十 】 =e, 所 以 该 级 数 发 散 . 


1 六 1 1 
(3) 5++7+a+ ; 


(2) 易 见 ， 该 级 数 是 级 数 2 直 前 面 增加 了 四 项 ,分 别 是 一 3,1, 一 于 由 于 级 数 > 六 


收 全 ,根据 性 质 3, 级 数 一 8 十 1 一 十 十 4 十 二 是 收敛 的 . 


(3) 易 见 , 该 级 数 是 级 数 > 工 前 面 少 了 四 项 ,分 别 是 1, 二 ,二 ,二 .由 于 级 数 二 是 
发 散 的 ,根据 性 质 3, 该 级 数 是 发 散 的 . 

(4) 易 见 ,该 级 数 是 忆 二 和 (一 D" (三 ) 的 和 . 由 于 总 去 和 (1 ) (三 ] 部 
是 等 比 级 数 , 且 公 比 的 绝对 值 都 小 于 1 ,根据 性 质 2 和 例 5.3 的 结论 ,该 级 数 是 收敛 的 ， 


习题 5. 了 I 


1 
5 


1. 常数 项 级 数 与 部 分 和 数列 的 关系 是 什么 ? 基 党 数 顶 级 数 > ww 政敌， 则 其 一 般 项 zw 的 
极限 ( 即 limu,) 是 否 存在 ? 
2. 级 数 收 健 的 必要 条 件 在 判定 级 数 的 健 散 性 时 的 作用 是 什 么 ?车 limu 一 十 co, 级 数 


> 人 一 寺 ] 关 否 下 化 ?说明 理由 


5.1 常数 项 级 数 (了 I) 一 一 基本 概念 与 性 质 全 
Series with number terms( 1 )— Basic concepts and properties 
3. 党 试 将 反常 积分 | f(x)dz 表示 为 常数 项 级 数 》)w 的 形式 . 
n=1 
QB 


1. 写 出 下 列 级 数 的 一 般 项 ,并 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 (利用 无 穷 级 数 的 性 质 ,以 及 等 比 
级 数 和 调和 级 数 的 敛 散 性 ): 


(GD 于 十 二 十 于 十 站 十 
(2) 全 一 条 十 务 一 生 十 (a>) 
(3) 到 二 于 十 下 十 站 十 
(CD TA 
(5) sin 也 十 sin 人 等 +sin 坚 十 


We 
(6) (3 +( 喜 + 吉 )+( 训 去 +( 款 + 去 ] 


2. Wise 


昌之 二 人 (5 二 4052 二 17; 人 tb; 
(4) i —Vn); (5) >(2); (6) 2) —D™ 富 . 
n=1 n=1 n=1 


3. 证 明 ; 级 数 了 Gun 一 ww) 一 (好 一 和 ) 十 (一 四 ) 十 (ou 一 ia) 十 … 收 敏 当 且 仅 当 
i=1 
limz 存在 . 


本 Ne lL 3 
4. 求 级 数 [ 志 二 55 ] 的 和 ， 


1. 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


v2n—1 
SD = 2 > nnt Dnt2)’ 全 > a a 
(4) 1 十 4 十 去 十 2 (5) 忆 (VRTE 一 2VATT+ 人) 


i 1 下 
(3 + 二 ( 冯 + +( 直 十 片 
2. 判断 下 列 命题 是 否 正确 ,并 说 明理 由 . 
01) 若 级 数 > wu 与 > ws 都 发 散 , 则 级 数 >\(us 十 w) 必 发 散 ; 


> dhe 

KO ei 
(2) 若 级 数 了 wku 天 0) 收敛 ， 则 级 数 <a 为 非 零 常数 ) 发 散 ; 
(3) 若 症 ww Dw 者 必 和, 刚 级 数 > 各 一定 发 
3. 若 级 数 Dw 收 信 ,级 数 各 与 是 否 收 钱 ? 说 明理 由 . 


C5;2_ 常数 项 级 数 (下 ) 一 一 正 项 级 数 的 敛 散 性 


Series with number terms (I[[) 


Convergence or diver- 


gence of series with positive terms 


正 项 级 数 是 级 数 中 比较 简单 但 却 非常 重要 的 级 数 ,许多 级 数 的 敛 散 性 问题 都 可 归结 为 
正 项 级 数 的 敛 散 性 问题 . 本 节 首 先 给 出 正 项 级 数 的 定义 ,然后 介绍 几 种 用 于 判别 正 项 级 数 敛 
散 性 的 常用 方法 . 


定义 5.3 如 果 级 数 SN 各 项 都 是 非 负 的 , 即 凡 三 0 (x 二 1,2,…), 则 称 之 为 正 项 级 数 
n=1 

(series with positive terms). 

定理 5.1 正 项 级 数 > "ww 收敛 的 充 要 条 件 是 部 分 和 数列 {5,} 有 上 界 ， 

分 析 根据 正 项 级 数 的 特点 ,利用 数列 的 单调 有 界 原理 证 明 . 

证 由 于 忆 宇 0 (n= 二 1,2,…), 故 有 

ee 

即 部 分 和 数列 {5,} 单 调 递 增 . 

充分 性 若 数 列 {5,} 有 上 界 ,根据 “单调 有 界 数列 必 有 极限 ”可知 极限 lims, 存在 , 则 级 
数 3 收敛 . 充分 性 得 证 . 

必要 性 用 反 证 法 证 明 . 假设 数列 {5,} 无 上 界 , 由 于 数列 {5,} 单 调 递 增 ， 有 lims。 一 十 co， 


从 而 级 数 w 发 散 ,与 已 知 矛 盾 . 因此 数列 {5,} 必 有 上 界 . 必要 性 得 证 . 证 毕 
利用 定理 5. 1 可 以 得 到 如 下 一 种 非常 有 效 的 判别 正 项 级 数 收敛 或 发 散 的 方法 , 即 比 较 


判别 法 《comparison eriterion)。 
定理 5. 2( 比 较 判别 法 ) ”对 于 正 项 级 数 > w 与 >)w, 若 存在 正 整数 N, 使 当 n 二 N 
时 ,不 等 式 ,之 v 成 立 , 则 有 ， ” 
0 着 级 数 收 全 , 则 级 数 也 收 化; 


(2) 若 级 数 > ww 发 散 , 则 级 数 > ww 也 发 散 . 


证 由 性 质 3 可 知 ,改变 级 数 前 面 的 有 限 项 并 不 改变 级 数 的 敛 散 性 . 因此 ,不 妨 设 Vn€ 
N, 有 uu, 二 vw. 


5.2 常数 项 级 数 ( 工 ) 一 一 正 项 级 数 的 傅 散 性 人 
Series with number terms (| )—— Convergence or divergence of series with positive terms < 


设 级 数 > ,ww 与 2 的 前 项 部 分 和 分 别 为 s, 和 +, :并 且 都 是 单调 递增 的 ,由 不 等 式 


us 三 v,， 有 
es es i i 


CD 若 级 数 Ds 收敛 ,根据 定理 5.1, 数 列 {1,} 有 上 界 ,从 而 数列 {5,} 也 有 上 界 , 因 此 级 
数 D 也 收 化 

(2) 车 级 数 De 发 散 ,根据 定理 5.1, 数 列 {5,) 无 上 界 ,从 而 数列 {4,) 也 无 上 界 , 因 此 
级 数 发 散 . 证 毕 


例 5.5 讨论 广 级 数 >) 二 一 1 十 总 十 一 十 十 十 … 的 收敛 性 ,其 中 户 > 0. 
ml 


分 析 由 于 当 p= 二 1 时 ,该 级 数 为 调和 级 数 (发 散 ) ,可 将 级 数 按 p 记 1 和 p 三 1 的 情况 利 
用 定理 5. 1 和 5.2 分 别 讨论 . 


解 (1) p<1 的 情形 .由 于 去 之 十, 而 调和 级 数 时 二 发 散 , 根 据 比较 判别 法 可 知 ,此 
n=] 
时 pp 级 数 > 十 发表 


(2) p 记 1 的 情形 . 由 于 对 任意 的 zx>0, 3n€2Z; ,使 得 7 一 1<z<m 于 是 有 点 < 二 . 因 


此 , 当 n 三 2 时 ,有 
1 本 <f 此， 
i -ln el 并 
从 而 疡 级 数 的 部 分 和 为 
eh et 
守 二 届 2 at i rd i 
十 | 舌 三. 1 
+ i+ [rs i], 1 二) 
a 


pr 
可 见 部 分 和 数列 {5,} 有 上 界 , 由 定理 5.1 可 知 , 此 时 广 级 数 收敛 . 
综 上 可 知 , 对 于 记 级 数 》) 点 而 诗 , 当 户 < 1 时 发 散 , 当 户 > 1 时 收 化 
例 5.6 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


me oo i 
(1) 3 (2) a 
2， 短 寺 琅 和 后 所 


分 析 这 两 个 正 项 级 数 的 一 般 项 通过 适当 的 放 大 或 缩小 ,都 可 化 为 十 的 形式 ， 因此 ,可 
利用 比较 判别 法 和 六 级 数 的 敛 散 性 来 判别 . 


第 5 章 无 穷 级 数 
< Infinite series 


1 T_T 人 
解 1) 易 见 ,一 下 一 一 一直 由 于 户 级 数 > 起 (一半 > 1] 收 全 ,根据 此 


较 判别 法 , 原 级 数 收敛 . 
见 , > 1 Ti ES 吕 法 ， 
(2) 易 见 ,于 | 由 于 级 数 2 于 了 发散 根据 比较 判别 法 
级 数 》 一 上 一 发 散 . 
和 有 所 


推论 (比较 判别 法 的 极限 形式 ) 对 于 正 项 级 数 > yw 与 > wu(w 关 0), 着 有 Jim 各 一 1 
则 ; JR 

CD 当 9<<1<+ 必 时 ,六 w 与 忆 w 同时 全 散 ， 

(2) 当 4 一 0 时 ,着 总 w 收 全, 则 加 也 收 全 

(3) 当 1 一 十 时 ,着 发 散 , 则 六 也 发 散 . 


证 (1) 因为 im 笃 一 人, 则 对 给 定 的 ce 一 二 >0, 存 在 N>0, 当 n>N 时 ,有 


Vn. 


i 和 / 3/ 
= 2 ， 即 Fu <u 


由 比较 判别 法 可 知 ， DR D3 同时 收敛 或 同时 发 散 . 


类 似 地 ,不 难 证 明 结 论 (2) 和 (3). 证 毕 
例 5.7 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
ef 1 ee 全 
(1) > co 二] (2) m+ 去) 
分 析 ” 正 项 级 数 的 一 般 项 是 可 等 价 代 换 的 函数 ,可 通过 等 价 函数 的 敛 散 性 来 判别 . 
i 1 一 os 广 a 

i n 

解 (1) 因为 co 时 ,1 6 工 1. 由 于 级 数 2 元 发 散 ， 
2n 
所 以 原 级 数 发 散 . 
es In(1+ 去 ) = 1 

(2) 因为 时 ,ln (1+ 去 ] 一 去 ,所 以 lim 和 一 1. 由 于 级 数 点 收 全 ,所 以 


2 


级 数 n (1 十 去) 也 收 全 

注意 到 ,在 利用 比较 判别 法 及 其 极限 形式 判别 级 数 的 华 散 性 时 ,都 需要 找到 一 个 比较 对 
象 , 即 找 一 个 已 知 仇 散 性 的 级 数 Yu 作为 比较 对 象 .在 前 面 的 例题 中 ,我 们 已 经 得 到 了 户 
级 数 . 调 和 级 数 和 等 比 级 数 的 化 散 性 结论 ,因此 可 以 选取 这 些 级 数 作为 比较 对 象 .但 是 在 有 


5.2 常数 项 级 数 ( 工 ) 一 一 正 项 级 数 的 剑 散 性 


Series with number terms (| )—— Convergence or divergence of series with positive ， terms 


些 情况 下 ,寻找 比较 对 象 往往 比较 困难 . 下 面 介绍 两 个 判别 法 , 即 比值 判别 法 (ratio criteri- 
on) 和 根 值 判别 法 (root eriterion) .利用 级 数 自 身 的 特点 ,就 可 判断 出 级 数 的 敛 散 性 . 


定理 5.3( 比 值 判别 法 ) 对 于 正 项 级 数 > )w , 若 有 lim 和 


(1) 当 0 过 op 达 1 时 ,级 数 收敛 ; 
(2) 当 po>1 或 o= 十 cc 时 ,级 数 发 散 . 


证 〈1) 由 于 lim 和 =p<1, 因 此 总 可 找到 适当 小 的 正 数 >0, 使 得 o+e 一 9<<1. 根 


Un 


二 p; 则 : 


n=1 


据 极 限 的 定义 ,存在 正 整 数 N, 当 "一 N 时 ,有 


和 4-p|<e. 于 是 


<pte = g. 


所 以 , 当 n 二 N 时 ,有 
Unti < gun 二 Gg url 二 dm Nunn. 


而 >) grwuwh = ut >)gry 收敛 (因为 它 是 公 比 为 9(00 一 g 二 1) 的 等 比 级 数 ) ,所 以 由 比较 
n=N n=N 


判别 法 可 知 , 级 数 >。 收敛 . 


(2) 由 于 lim 各 二 p>1, 可 取 适 当 小 的 正 数 >0, 使 得 p 一 % 二 1. 由 极限 的 定义 ,存在 


正 整数 N, 当 nN 时 ,有 


各 4p|<e, 于 是 

>p—e>1, 
即 正 项 级 数 3 的 一 般 项 wy 是 单调 递增 的 ,从 而 limu， 天 0. 由 级 数 收敛 的 必要 条 件 可 知 ， 
级 数 发 散 . 类似 地 ,不 难 证 明 当 po = 十 = 时 ,级 数 也 发 散 . 证 毕 


例 5.8 证明, 正 项 级 数 > vesin 到 收 线 ， 
分 析 “根据 正 项 级 数 一 般 项 的 特点 ,可 考虑 用 比值 判别 法 证 明 . 


证 因为 
(十 1)2sin oS 
lim za = lim 2 二 过 
pe Es nsin 工 
2 
所 以 由 比值 判别 法 知 , 原 级 数 收敛 . 证 毕 


例 5.9 讨论 级 数 > 全 的 收 全 性 ,其 中 之 0 


分 析 根据 正 项 级 数 一 般 项 的 特点 ,可 考虑 用 比值 判别 法 讨论 . 
解 因为 


ds 无 穷 级 数 


lim = = n oa) 
所 以 , 当 a=1 时 ,级 数 收敛 ; 当 a 二 1 时 ,级 数 发 散 . 
当 a=1 时 , 原 级 数 为 p 级 数 , 且 ] 一 2 二 1, 故 级 数 收敛 . 
综 上 , 当 a1 时 ,级 数 收敛 ; 当 a 记 1 时 ,级 数 发 散 . 


例 5. 10 求 lm 入. 

分 析 本题 可 利用 级 数 收敛 的 必要 条 件 (性 质 5) 讨 论 极限 的 存在 情况 . 根据 级 数 
半生 一般 项 的 特点 ,其 俩 知性 可 以 考虑 用 比值 判别 法 进行 讨论 ， 
解 由 于 


nl 
lim -于 ! lim 


moo Un lim [6 7] lim 7 


所 以 由 比值 判 齐 法 知 ,级 数 > 活 全 收敛 根据 级 数 收敛 的 必要 条 件 , 有 lim 和 一 0. 


0 一 1， 


定理 5.4 ( 根 值 判别 法 ) ”对 于 正 项 级 数 ,着 有 lim Mir = p; 则 : 


(1) 当 0 过 p 达 1 时 ,级 数 收敛 ; 
(2) 当 po>1 或 o= 十 co 时 ,级 数 发 散 . 


证 1) 由 于 lim Yir 一 p<1, 取 6 一 二 8, 必 有 正 整 数 N 存在 , 当 w>N 时 ,有 
[Ym pl<% = 1 
于 是 
Yr pte = el. 


所 以 , 当 #n>N 时 ,有 ww 二 [ 22】 .注意 到 >) (8】 是 收敛 的 等 比 级 数 ,由 比较 判别 
n=N+1 


法 可 知 ,级 数 w, 收 全 
(2) 由 于 Jim 767 一 p>1, 则 存在 正 整数 N, 当 n>N 时 ,有 
| -ol< 寻 +， 
于 是 
Yr > 人 >1. 


这 表明 limu, 去 0, 因 此 ,由 级 数 收 化 的 必要 条 件 可 知 ,级 数 > ws 发 散 . 证 毕 


5.2 常数 项 级 数 ( 工 ) 一 一 正 项 级 数 的 剑 散 性 全 
Series with number terms (| )—— Convergence or divergence of series with positive terms 
例 5.11 判别 下 列 正 项 级 数 的 敛 散 性 : 
” ， 3+ nt DD" 
有 三 [让 (2) Ds x (3) 之 全 


分 析 “如 果 正 项 级 数 的 一 般 项 含有 或 可 化 为 形 如 (ws)" 的 形式 ,可 考虑 用 根 值 判别 法 
讨论 其 仇敌 性 . 
3n 、 总 3n_Y 
解 1 由 于 lim Yer 一 lim 面 尘 了 一 宇 之 1, 所 以 由 根 值 判别 法 知 ,级 数 了 [52 
发 散 . 


(2) 由 于 lim wu。 = 加 让 


(3) 易 见 级 数 忆 芭 一 3 到 收 敏 ,对 于 级 数 天 庆 六 由 于 im Wis == lim "一 


一 0 所 1, 所 以 由 根 值 判别 法 知 , 原 级 数 收 敛 . 


,由 根 值 判别 法 知 ,级 数 > 印发 散 . 因此 ,级 数 2) 2 上 Oo 发散. 
n=1 "=1 


关于 定理 5. 3 和 定理 5. 4 的 几 点 说 明 . 

(1) 比值 判别 法 又 称 为 达 朗 贝尔 判别 法 . 当 一 般 项 wu, 含有 n”",n! 及 a" 时 ,用 比值 判别 
法 比较 方便 . 

(2) 根 值 判别 法 又 称 为 柯 西 判 别 法 . 当 一 般 项 zw 为 n 次 方 的 形式 ,或 含有 wm" 及 a" 的 形 
式 时 ,用 根 值 判别 法 比较 方便 . 


(3) 两 种 判别 法 虽然 形式 上 有 所 不 同 , 但 是 结论 是 一 致 的 . 实际 上 ， 当 lim 各 车 存在 时 ， 


可 以 证 明 的 是 lim Vu 也 存在 ,并 且 它们 的 极限 相等 . 因此 ,在 判别 级 数 3 次 的 敛 散 性 时 ， 
能 用 比值 判别 法 ,就 一 定 可 以 用 根 值 判别 法 ,但 反之 则 不 然 . 
(4) 注意 到 ,无 论 是 比值 判别 法 还 是 根 值 判别 法 , 当 p==1 时 , 正 项 级 数 3 可 能 收敛 ， 


也 可 能 发 散 , 例如 p- 级 数 二 ,对 于 任意 p 0. 疙 有 


(n+ 1)? 。 1 
i 


n 
p 


Untl 


x 
但 当 z>1 时 ,p- 级 数 收 合 ; p 夸 1 时 ,pp- 级 数 发 散 . 因此 , 当 p==1 时 ,不 能 用 比值 判别 法 和 根 
值 判别 法 判别 级 数 的 敛 散 性 . 


习题 5.2 


思 !/ 考 ; 题 


1. 正 项 级 数 的 一 般 项 各 具备 什么 特点 时 ,可 分 别 选用 比较 判别 法 、 比 值 判 别 法 或 根 值 
判别 法 判别 其 敛 散 性 ? 
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2. 设 正 项 级 数 》)u 收敛 ,能 否 推 得 》)u? 收 化 ?反之 是 否 成 立 ? 


n=1 n=1 


设 Du 为 正 项 级 数 , 且 limm， 一 A(X 是 非 零 党 数 ) , 试 判 别 级 数 》)u, 的 健 散 性 . 


n=1 n=1 


可 


1. 用 比较 法 或 比较 法 的 极限 形式 ,判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


年 开业 二 se 1 1 Ss 
OD ei re 
和 平时 在 有 下 表 在 各 5 Stl ， 
0 1 iF ~ 0 气 形 十 5z 十 2 
2t1l  ， Ld 
6 tl’ nt2)’ 人 2 i 
0 Pen ls (8) >m+). 
Pr n 2 n 
a 
nl CC n 
7 1 30 (> ) 村 (3) 之 i 
= i SN 2。5…，。(37 一 1) 
(0 之 (5) tan 可 (0 DO Ta 


3. 用 根 值 法 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


uy (2 ): (2) 王 (Wi); (3) 30-1). 


Qa 


1. 用 适当 的 方法 ,判别 下 列 正 项 级 数 的 敛 散 性 : 


Nt 轴 S 1 nn 
(1) 2 oa (2) 2 6 > 00> 0); (3) 2 2 
= In(1+ 二 ) Sd 
(4) 2 | (5) 2 sin ; (6) >(3) ; 


=， 1 SF 
(7) 3 ‘fry i (8) 之 I > 0 (9) (a cos 也 } 
n 


2. 设 0 和 as 之 6 过 b(n 一 1,2,…), 且 as 及 Db 均 收 分, 证 明 : Dc 收 全 
3. 设 正 项 级 数 > zw 和 >) mm 都 收敛 ,证 明 : 级 数 >) VUnUn 和 D>) uw 也 都 收敛. 


4. 设 w 一 直 tan"zdz, 证 明 : 级 数 >) 人 a>0) 收敛 . 
n=1 


5.3 常数 项 级 数 ( 焉 ) 一 一 任意 项 级 数 的 敛 散 性 全 
Series with number terms (I)—— Convergence and divergence of series with arbitrary terms 


C5;3_ 常数 项 级 数 ( 政 ) 一 一 任意 项 级 数 的 敛 散 性 


Series with number terms (LL) 


Convergence and 


divergence of series with arbitrary terms 


任意 项 级 数 是 指 在 级 数 > us 中, 一般 项 wu 具有 任意 的 正 负 号 .例如 ,级 数 2 是 任 


意 项 级 数 (series with arbitrary terms). 本 节 首 先 讨 论 一 类 特殊 形式 的 级 数 一 一 交错 级 数 的 
敛 散 性 ; 然后 讨论 任意 项 级 数 绝 对 收敛 和 条 件 收敛 的 判别 方法 . 


5.3.1 交错 级 数 及 其 剑 散 性 


定义 5.4 ”如果 在 任意 项 级 数 > 中 , 正 负 号 交替 出 现 ,这 样 的 任意 项 级 数 就 称 为 交 


n=1 


错 级 数 (alternating series) ,一 般 形 式 记 作 >) (一 1) 一 oa ,其 中 必 三 0 (xn 一 1,2,…). 
n=1 


例如 , 2 (一 0 一 二 一 1 一 于 十 二 一 二 十 … 是 典型 的 交错 级 数 


对 于 交错 级 数 ,有 如 下 判定 收敛 性 的 方法 . 
定理 5.5( 莱 布 尼 茨 判别 法 ) 若 交错 级 数 > (_ 1)mic, 满足 ， 


(1) aa, 人 al (2 一 1,2,…); 


(2) lima, 一 0， 
则 级 数 》 (一 Da 收 化 ,上 且 其 和 s 过 a 
证 考虑 级 数 的 前 项 部 分 和 , 当 坟 为 偶数 时 ,根据 条 件 (1) ,有 


Sn 一 Sem = Q1 一 02 十 as 一 … 十 azor-l 一 Q2m 


(ai 一 az ) 十 (as 一 ad) 十 … 十 (aol 一 azm) 
> so 之 0， 


以 及 


Sn 一 Sm 一 Qi 一 (az 一 0) 一 … 一 (am 一 an-1) 一 an 安 a， 
故 数列 {szo } 为 非 负 数列 ,单调 增加 且 有 上 界 , 从 而 极限 limszo 存 在 ,不 妨 设 为 Sk 
当 为 奇数 时 ,总 可 把 部 分 和 写 为 
Sn 一 S2mHl 一 S2m 十 azmHl， 
再 由 条 件 (2) 可 得 
lims, 一 Jimsan 一 lim (sw 十 azmn) 二 5. 
于 是 ,不 论 ”为 奇数 还 是 偶数 ,都 有 


lims, = s， 


故 交 错 级 数 (一 1)"ia, 收 化 
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由 于 sam 人 a;, 而 limsom 一 s, 根 据 极限 的 保 号 性 可 知 ,sai. 证 毕 


关于 定理 5. 5 的 几 点 说 明 . 
(1) 莱 布 尼 芯 判别 法 只 是 交错 级 数 收敛 的 充分 而 非 必 要 条 件 , 当 其 中 某 个 条 件 不 满足 


时 ,不 能 说 交错 级 数 是 发 散 的. 如 级 数 2 不 满足 莱 布 尼 世 判别 法 中 的 条 件 


(1) ,但 它 是 收敛 的 . 
(2) 使 用 莱 布 尼 茨 判别 法 ,在 验证 a, 的 单调 性 时 ,有 时 比较 困难 ,常用 以 下 3 种 方法 验 


证 : 四 看 差 值 a,+1 一 a, 是 否 小 于 零 ; @ 看 比值 汪汪 是 否 小 于 1; 加 将 a, 中 的 换 成 连续 变 


量 zx, 从 而 得 到 函数 f(z), 由 f(z) 是 否 小 于 零 判 断 . 
例 5.12 判别 下 列 交错 级 数 的 敛 散 性 : 


(1) 村 (一 1) 一 : (2) 3 (一 1 一 pr (3) (—D"™ 2 名 
分 析 拓 本 证 提 帮 民 避 本 吕 汪 太 扣 茨 判 别 法 的 条 件 . 特别 地 ， 对 级 数 (3)， Pe 
,一 下 的 单调 性 时 ,也 可 用 导 函 数 的 符号 来 判断 


解 (1) 因为 
1 
ln > anHl pr (n= 1,2,°) 
且 
lima, = lim 于 二 0， 
m0 moo A 


由 莱 布 尼 芯 判别 法 知 > (= 荆 收 全 


C23 设 a, 一 匣 , 而 


n_n++l1_n—l 
2m 2"t1 2 


宇 0，n=1,2,"…， 


CQn dntl 


即 


an 之 arH， 姥 一 1,2,…. 


站 > n 
一 lim 六 一 0， 
Jimew = lim 3 


由 莱 布 尼 区 判别 法 知 ，> (一 1 如 收 全 


(3) 设 w 一 凶 >0 (n=1,2,": Sf- 二 3), 则 当 zx 二 >3 时 ， f= 


0, 从 而 f(z) 单 调 递 减 ,因此 有 
= f(D > ft) = an(n> 3), 


所 以 当 x>3 时 ,数列 人 | 单调 递减 ,上 


5.3 常数 项 级 数 ( 焉 ) 一 一 任意 项 级 数 的 剑 散 性 全 
Series with number terms (于 ) 一 一 Conyergence and divergence of series with arbitrary terms 


lim le limlnn* 一 0， 


ne 了 2 oo 


由 莱 布 尼 茨 判别 法 知 ,该 级 数 收敛 . 
5.3.2 任意 项 级 数 及 其 剑 散 性 


对 于 任意 项 级 数 > ww ,判别 其 全 区 性 时 , 先 将 其 转化 为 正 项 级 数 > | w | ,然后 利用 正 


项 级 数 的 敛 散 性 进行 讨论 . 任意 项 级 数 > ws 与 正 项 级 数 > ， |z | 之 间 的 敛 散 性 有 如 下 关系 
和 定理 . 
定理 5.6 如 果 | we | 收 全 ， Lp 收敛. 


分 析 利用 比较 判别 法 证 明 ， 但 是 要 注意 ， 比较 判别 法 只 能 判别 正 项 级 数 的 敛 散 性 . 
证 因为 
OZutt|u|<2|u,|, 


又 已 知 | w | 收 伍 ,由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知 , > (| we | 十 ) 收 化 ,而 
him n=1 
wu = Gt [|) om |u,|, 


根据 5.1.3 节 中 的 性 质 2 可 知 , 2 ww 二 DCC | 十 ww) 一 || ) 收 全 证 毕 


注意 , 当 > |w | 发散 时 , 一般 情况 下 不 能 判定 级 数 yw 本 身 也 发 散 . 例如 级 数 
> 


n=1 


Cp" i|= 号 工 虽然 发 做 ,但 > (一 TD 一 士 却 是 收 全 的 ,参见 例 5.1201). 


定义 5.5 ”如 果 级 数 by [| 收敛 ， 则 称 级 数 Sw 绝对 收敛 (absolute convergence); 如 


n=1 


果 级 数 bp 收敛 ,但 > |u | 发散 , 则 称 级 数 岂 史 条 件 收 剑 (conditional convergence). 


见 ,前 面 讨论 的 交错 级 数 >， (= WD™ 就 是 条 件 收敛 的 . 此 外 ,定理 5.6 可 以 叙述 
为 : 绝对 收敛 的 级 数 一 定 收 伍 . 


例 5.13 判别 级 数 二 ee 的 敛 散 性 . 
分 析 任意 项 级 数 的 一 般 项 带 有 正 终 或 余弦 函数 时 ,党 利用 | cosz|<1( 或 |snz|<1) 


将 一 般 项 放 缩 后 判断 其 敛 散 性 . 


_ |_cosn 
解 由 于 |x| 一 | 二 二 1 


< 二 而 级 数 二 收敛 ， 放出 比较 判别 法 知 > |w | 收敛 ， 


从 而 时 | 收敛 且 为 绝对 收敛. 
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例 5.14 ”讨论 级 数 3) (一 上 Dm 去 (p 之 0) 的 敛 散 性 . 


分 析 ”该 级 数 的 一 般 项 取 完 绝对 值 后 是 六 级 数 >， 十 ， 可 通过 pp- 级 数 的 敛 散 性 ,分 人 情 
n=] 
况 讨 论 . 


(1) 当 p>1 时 ,由 于 户 级 数 DE 1 收敛， 所 以 如 一 DD 二 收 化 且 为 绝对 收 全 
和 Co 
(2) Wn ie 十 为 交错 级 数 ,满足 十 > 


导 | 
证 7m 小 上 一 0, 由 莱 布 尼 贡 判别 法 知 , 级 数 2 (1 :点 收敛 上 且 为 条 件 收敛. 


综 上 ,判断 任意 项 级 数 >\w 的 敛 散 性 时 ,通常 转化 为 较 简单 的 正 项 级 数 > | w | 来 讨 
论 ,一 般 可 按 如 下 步骤 进行 
QD 确定 极限 limw, 是 否 为 0, 若 limu, 了 0, 则 级 数 > ws 发 散 ; 


(2) 若 lm 二 0, 判别 忆 | w | 的 仇 散 性 (利用 正 项 级 数 判 别 化 向 性 的 方法 判别 )， 
@ 若 级 数 》 | | 收敛, 则 级 数 Dw 也 收敛 目 为 绝对 收敛; 


© 若 级 数 》， lua, | 发 散 ,再 判断 是 否 收敛 . 特别 地 ,对 于 交错 级 数 ,可 利用 莱 布 尼 
区 判别 法 . 


习题 5.3 


思 / 考 ; 题 


1. 如 果 交 错 级 数 》) (一 1)"!u, 不 满足 菜 布 尼 英 判别 法 的 条 件 ,该 级 数 是 否 一 定 发 散 ? 


n=1 


区 设 级 数 > 收 化 ， lim =1, 级 数 D 是 否 也 收敛 7 


3. 设 级 教 》 un 条 件 收 化 ,级 数 》， lel 是 否 收 化 ? 


人 加 
1. 判别 下 列 交错 级 数 的 敛 散 性 : 


Se 国 交 i 
Do 1 (2 和 


5.4 函数 项 级 数 ( I ) 一 一 旷 级 数 
Series with function terms( 1 )— Power series 多 7 


(3) 时 (一 也 一 A: (4) 由 t= "i 

2. 判别 下 列 级 数 是 否 收 化 , 若 收 伍 , 是 绝对 政策 还 是 条 件 收 全 3 

1) 去; (2) 2 人 (3) > Dd 
(4) by DD" 5) CD" iy (6) 六 让 Dy" 全， 
(7) 二 sin 于 点 sin 于 | Jsin 于 wp . 1 1 | 二 


< 


。 判别 下 列 级 数 是 否 收敛 , 若 收 敛 , 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收 敛 ? 


_ 1yn _1yrl_ 工 
(1) 2 1) i (2) 3 ee 
ey sinn? | 1 四 
> CD DD 11+) ， 
(5) DD a (6) 六 Es > 0,0>0). 
pac 《wD = 


2. 设 正 项 数列 {4} 单调 减少 , 且 》) (一 Da, 发散, 试问 级 数 [二 是 否 收敛 ， 
并 说 明理 由 . 
3. 设 f(x) 在 点 z= 二 0 的 某 一 邻 域内 具有 二 阶 连续 导数 且 lim 人 芒 一 0, 证明， 


沁 /( 汪 绝对 收 线 


n=1 


ES 函数 项 级 数 ( 工 ) 一 一 党 级 数 


Series with function termas( 工 ) 


Power series 


5.4.1 函数 项 级 数 的 基本 概念 
定义 5.6 设 w (Zz) ,ia(z) ,ws(z),… ,us(z),… 是 定义 在 数 集 T 上 的 一 系列 函数 , 称 如 
下 的 表达 式 
Du 一 27 十 (2 十 十 二 (ZJ 十 (5.4) 
为 定义 在 数 集 了 I 上 的 函数 项 级 数 (series with function terms). 函数 项 级 数 (5. 4) 中 前 2 十 1 
项 的 和 称 为 函数 项 级 数 (5.4) 的 部 分 和 函数 , 记 作 s, (xz), 即 


sa(X) 一 Dulz) = wo (7Z) 二 wi (7z) 二 + 二 wu. (7z). 


第 5 章 无 穷 级 数 
易 见 ,在 函数 项 级 数 (5.4) 中 , 若 令 z= 二 xoET, 则 有 
Du = we) tue) +t wzo) + (5.5) 
此 时 ， 函数 项 级 数 退化 为 常数 项 级 数 . 于 是 有 如 下 定义 . 
定义 5.7 若 常数 项 级 数 (5.5) 收 敛 , 则 称 点 zo 为 函数 项 级 数 (5.4) 的 一 个 收敛 点 (con- 
vergent point). 反之 , 若 级 数 (5.5) 发 散 , 则 称 点 xo 为 函数 项 级 数 (5. 4) 的 发 散 点 (divergent 
point). 进一步 地 ,所 有 收敛 点 组 成 的 集合 , 称 为 函数 项 级 数 (5. 4) 的 收敛 域 (convergent do- 


main); 所 有 发 散 点 组 成 的 集合 , 称 为 函数 项 级 数 (5. 4) 的 发 散 域 (divergent domain ) . 
显然 ,对 于 收敛 域内 的 每 一 点 zo, 必 有 一 个 和 s(xo) 与 之 对 应 , 即 


(a) = Du (zo) = xo(Czo) 十 za(Czo) 十 … 十 zxo(Czo) 十 … 
当 zxo 在 收敛 域 内 变动 时 ， 由 对 应 关系 ,就 得 到 一 个 定义 在 收敛 域 上 的 函数 s(x), 即 


s(X) = Sk) 一 to(CZz) 十 za(Z) 十 … 十 ze(Z) 十 …， 


并 称 函数 s(x) 为 定义 在 收敛 域 上 的 丽 数 项 级 数 > uz) 的 和 函数 , 因此 ,在 收敛 域内 有 


s(x) = lims, (zx). 
例 5.15 求 函 数 项 级 数 1 (zx 一 1)" 的 收敛 域 . 


分 析 先 将 函数 项 级 数 的 一 般 项 暂时 看 作 是 常数 项 ， 然后 利用 正 项 级 数 的 比值 判别 法 
求 出 收敛 域 , 再 利用 任意 项 级 数 的 判别 方法 判断 级 数 在 端点 处 的 收敛 性 . 
解 由 正 项 级 数 的 比值 判别 法 ,有 


Uri (ZT) n 
Wt) ln+i 


于 是 , 当 i 0 二 x 过 2 时 , 原 级 数 绝对 收敛 ; 当 |z 一 1| 记 1, 即 x 二 0 或 x 二 2 时 , 原 
级 数 发 散 . 


注意 到 , 当 z=0 时 , 原 级 数 为 调和 级 数 by 广 , 因 此 发 散 ; 当 工 一 2 时 , 原 级 数 为 交错 级 


“Cr 


=|z—11. 


数 > 二 一 1 ,已 知 其 收 伍 . 
你 下 晤 器 册 硬 厂 生 吉 站 人 
5.4.2 宕 级 数 及 其 敛 散 性 


震级 数 是 一 类 比较 常见 、 结 构 简单 而 且 应 用 广泛 的 函数 项 级 数 , 它 的 数学 理论 相对 比较 
完美 ,是 本 课程 重点 研究 的 一 种 无 穷 级 数 . 本 节 着 重 讨论 寡 级 数 的 收敛 域 与 求 和 两 个 基本 问 
题 ,后 者 相对 难 一 些 ,往往 需要 较 高 的 分 析 技巧 . 

定义 5.8 具有 如 下 形式 的 级 数 


Dar (x— xo)" 一 ae 十 az 一 ma) 十 ao (rt—zo) .+a (rz 一 zo)" 十 … (5.6) 


n=0 


称 为 x 一 xo 的 寡 级 数 (power series) ,其 中 ao ,al ,as,…,a,，,… 都 是 常数 , 称 为 军 级 数 的 系数 


5.4 函数 项 级 数 ( 了) 一 一 窜 级 数 
Series with function terms( 1 )— Power series 4 
(coefficient). 
特别 地 ,车 zx。 二 0, 有 
Darr' 一 ae 十 az 十 … 十 anz" 十 …， (5.7) 
称 之 为 工 的 震级 数 . 
事实 上 ,对 于 给 定 的 震级 数 2 (一 zo), 若 令 上 一 工 一 zo, 则 有 


3 (zC—z0)" = = 

即 形 如 (5. 6) 的 寡 级 数 都 可 转化 为 形 如 (5 7) 的 寡 级 数 . 因此 ,以 下 我 们 主要 讨论 形 如 
(5.7) 的 震级 数 . 

首先 讨论 寡 级 数 的 收敛 域 ,为 此 给 出 如 下 定理 . 

定理 5.7 ( 阿 贝 尔 定理 ) 

(1) 若 寡 级 数 > anz" 在 点 zx = zo (zo 天 0) 处 收敛 , 则 对 于 满足 |z | 二 | ze | 的 一 切 x, 该 
级 数 均 绝对 收敛. 

(2) 若 寡 级 数 > asz" 在 点 x = zo 处 发 散 , 则 对 于 满足 |z | 二 | zo | 的 一 切 z, 该 级 数 均 
发 散 . 

证 (1) 设 级 数 > auzt 收 伊 , 由 级 数 收 化 的 必要 条 件 知 , limawzs 二 0, 故 数列 


{anz8} 有 界 , 即 存在 常数 M 二 0, 使 得 
|azi| 委 M，7 一 0,1,2,…， 
手 是 
未 
Xo 


. 由 正 项 级 数 的 比较 判别 


机 <M 
To 


n 
QaT8。 二 |az3|， 


|oz"| 


法 知 , 寡 级 数 Derr 绝对 收敛 . 


(2) 用 反 证 法 . 假若 对 某 个 |z | 之 |zo| , 有 usri 收敛, 则 直 (1) 的 证 明 可 知 , > auz 


绝对 收敛 ,这 与 已 知 矛盾 . 于 是 定理 得 证 . 证 毕 
进一步 地 ,根据 阿 贝 尔 定理 ,有 如 下 推论 . 


推论 车 awz" 在 (一 ,+ cc) 内 有 非 零 的 收敛 点 和 发 散 点 , 则 必 存 在 R0, 使 得 
GD 当 |z| 一 R 时 , 震级 数 yauzs 收 合 且 绝 对 收敛 ; 


(2) 当 |z|>R 时 ， 宕 级 数 > ou。 发 散 . 
关于 阿 贝尔 定理 及 其 推论 的 几 点 说 明 . 
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GD 由 阿 贝尔 定理 可 知 , 车 xz 二 z 是 aoz" 的 收 伍 点， 则 该 守 级 数 在 
(一 |zo| ,|zo|) 内 收敛 ; 若 工 一 xm 是 了 yasr” 的 发 散 点 , 则 该 宕 级 数 在 (一 < ,一 |zo|)U 


(|zo| , 十 cc) 内 发 散 . 


(2) 正 数 尺 称 为 寡 级 数 Var 的 收敛 半径 (radius of convergence). 由 过 级 数 在 x 二 


士 R 处 的 收 伊 性 ,可 以 确定 它 的 收 化 域 必 是 (一 R,R),( 一 R,R],[ 一 R,R),[ 一 R,R] 这 四 类 
区 间 之 一 ,并 将 其 称 为 震级 数 的 收敛 域 (domain of convergence). 特别 地 ,当知 级 数 仅 在 zx 一 


0 处 收敛 时 ,规定 其 收 伍 半径 R=0; 当 > aszr 在 整个 数 轴 上 都 收敛 时 ,规定 其 收 全 半径 
R = 十 co, 此 时 的 收敛 域 为 (一 =， 了 

(3) 若 点 z 一 4 是 香 级 数 > auzs 的 收敛 点 , 则 及 三 | a | ; 若 点 过 一 5 是 震级 数 > auas 
的 发 散 点 , 则 及 < 六 

(04) 对 于 军 级 数 > auzs 而 言 , 在 不 考虑 区 间 端点 时 ,其 收敛 域 一 定 是 一 个 关于 原点 对 
称 的 区 间或 仅 为 点 z 二 0(R 一 0) ,所 以 有 些 教材 中 将 震级 数 的 收敛 域 称 为 收敛 区 间 . 然而 ,对 


于 一 般 的 函数 项 级 数 ,收敛 域 就 不 一 定 是 收敛 区 间 ,如 加 a 请 读者 自行 验证 . 


定理 5.8 设 尺 是 震级 数 Darr 的 收敛 半径 ， 并 有 Dene" 的 系数 满足 lim | 后 
则 有 : 
(1) 当 0<p 达 十 2 时 , R= 


二 0， 


加 攻 


(2) 当 p==0 时 ,R= 十 o; 
(3) 当 po 一 十 co 时 ,R 一 0. 


证 ”对 于 正 项 级 数 六 |asz"|= |a| 十 |mz| 十 … 十 |az" | 十 …, 有 
n=0 


ntl 


Qo! 
m n lim |z| olz|. 


于 是 : 
(CD 车 0 三 p+, 由 比 值 判别 法 知 , 当 p|z| 二 1, 即 |z| 二 十 时 ,每 级 数 》 | wze | 收敛 ， 
因此 > ) or* 绝对 收 全 ， 当 |z|> 志 时 , > ur" 发 散 , 故 等 级 数 > )aur" 的 收 伍 半径 及 一 局 
(2) 车 p= 二 0, 则 plz|== 0 过 1, 则 对 任意 zx € (一 co, 十 co), 寡 级 数 >) | az" | 收敛 , 即 


n=0 


> auz" 绝对 收敛 , 故 宕 级 数 > yavz" 的 收敛 半径 为 R 一 十 =. 


5.4 函数 项 级 数 ( 工 ) 一 一 署 级 数 全 
Series with function terms( 1 )— Power series 
nl Sa 
(3) 车 p = 十 吕 , 则 对 任意 xz 大 0, 有 lim | | 一 十 co ,从 而 圭 级 数 > avz" 发 散 , 故 


竹 级 数 仅 在 xz 一 0 处 收敛 ,其 收敛 半径 R = 0. 证 毕 
定理 5. 8 的 几 点 说 明 . 


(1) 该 定理 适用 于 老 级 数 ar" 的 所 有 系数 a, 关 0 的 情况 , 且 收 敛 半径 为 R = 


a 
iin | = | 
Qntl 


(2) 如 果 震 级 数 ae 有 缺 项 ,例如 缺少 奇 次 索 项 或 偶 次 索 项 ,不 能 直接 应 用 定 


理 5.8 计算 ， 但 可 利用 正 项 级 数 的 比值 判别 法 或 根植 判别 法 求 其 收敛 半径 和 收 化 域 . 

(3) 在 求 出 寡 级 数 收敛 半径 尺 后 , 若 还 需要 求 其 收敛 域 , 则 需要 进一步 判别 震级 数 在 区 
间 端 点 x 二 土 R 处 的 敛 散 情况 ,参见 下 面 的 例题 . 

例 5.16 求 下 列 寡 级 数 的 收敛 半 径 与 收敛 域 : 


(1) py C= 世 ， (2) Ye (3) 邱 . 
n=1 n=1 n=1 
分 析 和 客 级 数 的 一 般 项 不 缺 项 ,可 利用 R= 


求 收敛 半径 . 


解 (1) 因为 R=lim =lim® =1, 所 以 收敛 半径 为 1. 


dntl 


当 z=1 时 ,级 数 沁 (一 Dm"! 二 为 收敛 的 交错 级 数 , 故 收敛; 


当 z 一 一 1 时 ,级 数 > ， 全 二 ) 为 调和 级 数 , 故 发 散 , 所 以 原 军 级 数 的 收敛 域 是 (一 1,1] 


(2) 因为 R lim 二 -| lime i lim; 二 0, 所 以 收敛 半径 为 0, 故 该 级 数 仅 在 
xz 一 0 点 处 收敛 
(3) 因为 R=Jim -和 2 | 一 im 人 并 一 limCa 十 1) 一 十 cc, 所 以 收 伍 半 径 为 十 c, 故 收 


敛 域 是 (一 co ,十 cc). 
例 5.17 求 宕 级 数 全 如 x 了 收敛 半径 与 收敛 域 . 


分 析 徊 级 数 的 一 et ,根据 一 般 项 的 特点 ,可 利用 比值 判别 法 求 其 
收敛 半径 与 收敛 域 . 


解 ” 由 于 该 震级 数 缺 少 偶 次 寡 项 , 令 人 Sw(z)=( 一 1)" 车 , 则 


lim 


根据 比值 判别 法 可 知 , 当 |z|? 达 1 时, 即 |z| 二 1 时 级 数 收敛; > 


收 策 半 径 玉 一 1. 当 z 一 1 时 ， 原 级 数 为 > 全 收 化 ; 当 一 一 1 时 , 原 级 数 为 部 所 二 


wet(Cz)| [zl 
Wm 
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也 收敛 ,所 以 收 化 域 为 [_ 1,1]. 
例 5. 18 求 宕 级 数 > (一 3)” 的 收敛 域 . 
分 析 该 级 数 是 < 一 3 的 宕 级 数 . 可 令 :二 zx 一 3, 将 其 转化 为 简单 的 关于 1 的 震级 数 
,然后 求 其 收敛 域 


解 ” 令 / 一 工 一 3, 则 所 给 等 级 数 化 为 > .由 于 级 数 > 的 收 全 半径 


Gn 


R= lim 


mo 


一 1， 


Qntl 


收敛 域 为 (一 1,1). 从 而 由 上 = z 一 3 可 得 2 一 工 二 4, 故 震级 数 >) (zx 一 3)" 的 收敛 域 为 (2,4). 


定理 5.9” 设 RR 是 竺 级 数 》)awr" 的 收 伊 半径, 若 > ouz* 的 系数 满足 lim [TarT 一 p， 
则 有 ， 


(1) 当 0 一 o 二 十 cc 时 ， R= 工 ; 


人 下 


(2) 当 p=0 时 ,R= 十 oo; 

(3) 当 p= 十 2 时 ,R=0. 

本 定理 的 证 明 方法 类 似 于 定理 5.8 的 证 明 ,在 此 略 过 . 

例 5.19 求 等 级 数 may 的 收敛 半径 和 收敛 域 
n=1 


分 析 注意 到 ,此 震级 数 的 一 般 项 不 缺 项 , 且 系 数 为 w, 一 痉 , 利 用 定理 5. 9 求 收敛 半径 
较为 简单 . 
解 ” 因 为 w 王 好, 则 


lim VTiasT = limn 一 十 co， 
故 原 级 数 的 收敛 半径 尺 二 0, 即 它 仅 在 z=0 点 处 收敛 ,收敛 域 为 {0}. 
5.4.3 ” 窜 级 数 的 运算 及 客 级 数 的 和 函数 
1. 畦 级 数 的 运算 


设 宕 级 数 > asze* 与 3 bwz" 的 收敛 半径 分 别 为 R, 与 R, ,它们 在 收 仇 域 上 的 和 函数 分 


别 为 m(z) 与 sa(z). 令 尺 二 min{R1i ,R:) ,两 个 蜂 级 数 在 它们 的 公共 收敛 域 (一 R,R) 内 可 进 
行 如 下 运算 : 

(1) 加 法 运算 
3 机 Dbr” = D(a 土 b zx" = (7z) 圭 s(x), 


n=0 


5.4 函数 项 级 数 ( I ) 一 一 旷 级 数 
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Da Door” 一 Dor 一 SICZz)sz(Z)， 
可 n=0 


(2) 乘法 运算 


其 中 


Cn 一 Dd 三 aobs 十 qb 十 十 Qibwt 十 "十 anbo， nn 宇 0. 


k=0 


2. 震级 数 的 和 函数 
通常 情况 下 ,在 研究 震级 数 Dorr 时 , 通常 假设 其 收敛 半径 为 尺 , 在 收敛 域内 的 和 函 


数 为 *(z). 易 见 , 寡 级 数 的 和 函数 在 其 收敛 域内 仍然 是 一 个 函数 ,需要 研究 其 连续 性 可 导 
性 及 可 积 性 . 为 此 ,给 出 如 下 几 个 重要 的 结论 . 

定理 $.10 徊 级 数 的 和 函数 在 收敛 域 (一 R,R) 内 连续 . 如 果 短 级 数 在 其 收敛 域 的 右 
( 左 ) 端 点 收敛, 那么 它 的 和 函数 也 在 其 右 ( 左 ?端点 左 ( 右 ) 连 续 . 

定理 5.11 和 函数 在 收敛 域 ( 一 R,R) 内 可 导 , 并 且 有 逐 项 求 导 公 式 


s (z) 一 (Zea) 一 > (az") 一 Damnz™, (5.8) 
并 且 所 得 寡 级 数 的 收敛 半径 仍 为 尺 , 但 在 收敛 域 的 端点 处 的 收敛 性 可 能 改变 . 
定理 5.12 和 函数 在 收敛 域 ( 一 R,R) 内 可 积 , 并 且 有 逐 项 积分 公式 
[sa = | Bera = 2 [aera = 之 es (5.9) 
并 且 所 得 短 级 数 的 收敛 半径 仍 为 RR, 但 在 收敛 域 的 端点 处 的 收敛 性 可 能 改变 . 
定理 5. 10 一 定理 5. 12 的 几 点 说 明 . 
(1) 定理 5. 10 一 定理 5. 12 的 证 明 可 以 参见 数学 专业 各 种 版 本 的 《数学 分 析 ) 教 材 . 注意 
到 ,在 定理 5. 11 和 定理 5. 12 中 ,最 后 都 注 明 了 ”和 朝 级 数 在 经 过 逐 项 求 导 或 逐 项 积分 之 后 ,所 
得 短 级 数 的 收敛 半径 仍 为 RR, 但 在 收敛 域 的 端点 处 的 收敛 性 可 能 改变 . "这些 情 况 可 以 通过 
下 面 的 例题 予以 解答 . 
(2) 这 几 个 定理 虽然 都 在 论述 和 函数 的 性 质 ,但 也 提供 了 求索 级 数 和 函数 的 方法 ,其 
中 ,围绕 等 比 级 数 的 和 函数 , 即 


Dr 一 1 二 z 十 了 习 十 …… 十 阅 十 … 一 天 一， |z|<1, 
可 以 求 出 若干 圭 级 数 的 和 函数 . 
求索 级 数 > ,anz* 的 和 函数 *(z) 的 一 般 步骤 如 下 : 


(1) 求 宕 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 域 . 对 于 其 他 形式 的 震级 数 ,可 以 通过 变量 替换 的 方 
法 ,将 其 转换 为 标准 形式 

(2) 根据 所 求索 级 数 的 特点 ,利用 逐 项 求 导 公式 (5. 8) 或 逐 项 积分 公式 (5. 9) 的 方法 将 
其 转换 为 容易 求 和 函数 的 老 级 数 形式 ,如 转换 为 等 比 级 数 的 形式 ; 

(3) 按照 (2) 中 采用 的 运算 形式 或 (1) 的 变换 形式 (如 果 已 经 使 用 ) ,将 求 得 的 和 函数 求 
相应 的 道 运算 或 逆 变 换 , 进 而 得 到 原始 寡 级 数 的 和 函数 . 
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例 5.20 求 军 级 数 Cn 二 Dr 的 和 函数 . 
分 析 利用 前 面 介绍 的 3 个 步骤 求 秃 数 . 根据 一 般 项 的 特点 ,可 先 利 用 逐 项 积分 的 方 


法 将 其 化 为 形 如 DE 的 等 比 级 数 . 
解 (1) 因为 


Oa 三 十 


R= lim 


LL Es 


a 
所 给 震级 数 的 收敛 半径 尽 =1. 易 见 ， 震级 数 》 0 十 1)x” 当 z = 土 1 时 发 散 ,所 以 原 宕 级 数 
的 收敛 域 为 (一 1,1). 本 

(2) 设 原 宕 级 数 的 和 函数 为 *(z), 即 *Cz) 一 Ft De ,TE (一 1,1). 将 等 式 两 端 从 
0 到 工 逐 项 积分 得 本 


ou = > | (nt Dedt pe Sr 1 定 
n=0 n=0 


ea 和 


(3) 对 上 述 等 式 两 端 求 导 , 有 


FE 1 
SCz) (三 ) zy El. 
因此 
SS 和 1 
a a WE (ly 
例 5.21 求 和 级 数 oi 并 求生 二 的 和 . 
n=0 


分 析 人 加 可 先 逐 项 乘 z 将 其 变形 
为 De 全 ,利用 逐 项 求 导 的 方法 将 其 化 为 形 如 > 的 等 比 级 数 . 
(1) 因为 


1, 


Qntl | mc 7 十 1 


且 当 z= 一 1 时 ， 级 数 全 地 富生 收敛; 当 z 一 1 时 ， 级 数 二 1 发 散 . 故 收敛 域 是 [一 1,1). 


(2) 设 和 函数 为 *Cz), 即 s(x) 一 


E pe E [一 1.1). 在 等 式 两 端 乘 以 x, 于 是 有 


zs(X) 一 bp Ei. 
将 上 式 两 端 同时 求 导 ,利用 逐 项 求 导 公式 可 得 ， 


ntl 


, x , > | 
[zs Cz)] (i 之 = < 


= 
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(3) 将 上 式 两 端 从 0 到 zx 逐 项 积分 得 


三 [sa = 上 EE 
0 0 1 一 上 


于 是 当 xz 关 0 时 ,有 s(x) 一 一 而 当 z=0 时 ,s(0) 一 1. 因此 


一 二 有 全 二 动 5 ste Et,0 Ut 
s(X) 一 并 
ls X= 0. 


易 见 ,和 函数 s(x) 在 点 z=0 处 是 连续 的 ,i 这 是 因为 lims(z) 一 lim 一 一 一] 一 s(0)， 


车 令 z= 一 1, 则 有 > FY = sD = In2. 

例 5. 22 求 常数 项 级 数 2 总 2 的 和 . 

分 析 ”直接 求 该 常数 项 级 数 的 和 不 好 求 . 注意 到 ,该 级 数 是 智 级 数 bs 取 z 一 立时 
的 特殊 情形 ， 所 以 可 先 求 守 级 数 nz" 的 和 函数 ， 再 求 级 数 区 2 的 和 . 

解 因为 常数 项 级 数 >， 如 可 看 作 宕 级 数 > nr 取 z = 去 时 的 特殊 情形 ,不 妨 设 


s(7) = > 并 = DD; 


n=1 


不 难 计算 如 下 等 式 
DE ze 工 >) (mn) Ea z( 革 ) Ti, rE€ (一 1,1). 


例 $.23 求 军 级 数 了 22 二 tr” 的 收 化 域 及 和 范 数 , 并 求 常数 项 级 数 >) 2 二 


的 和 . 
分 析 ”注意 到 ,该 寡 级 数 不 包含 奇 次 宕 项 ,需要 先 作 变量 替换 将 其 变换 为 与 等 比 级 数 相 
近 的 形式 , 青 求 收敛 域 及 和 函数 . 


解 令 y 一 万 "于 是 


b> 2 Dn 可 过 | - $n- a 
(1) 由 正 项 级 数 的 比值 判别 法 ,有 


二 一: 2 
= = 


| 看 计 lim3 


日 Untl 
lim 
mco | Un 


当 |y|<1 时 ， 级 数 去 2 (2n 一 1)3y” 收敛 ; 且 当 y = 土 1 时 , 级 数 发 散 . 故 级 数 
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1 
2 


2 (2n 一 1)y”? 的 收敛 域 是 (一 1,1). 因此 , 原 级 数 的 收敛 域 为 (一 V2 ,V2). 


(2) 设 寡 级 数 > (2n 一 1)y”? 的 和 函数 为 *(y) ,对 该 宕 级 数 逐 项 积分 得 
n=1 


六 ou bp er De?dt = Dy yy , y€(—1,1). 
0 n=1 "0 一 1 T= 
(3) 对 上 式 两 端 求 导数 ,得 


y , 1 十 并 
s(y) (5) = yy €(—1,1). 


2 
于 是 
2 
oo i 
22 一 1 .ms_1 /zx 下 2 2 十 达 
之 人 车 (各 2 二 6 (人 2)， 
-所 ) 
一 步 地 ,有 
F221- 2 
A 2 CQ2—D 
习 三 题 二 5.4 


1 条 级 教 > our 一 定 有 收 伊 域 吗 ?如 果 有 ,一 定 是 一 个 区 间 吗 ?函数 项 级 数 呢 ? 
水 在 来 暴 级 数 的 和 函数 时 ， 经 常 遇见 界 级 数 逐 项 求 导 或 未 项 积分 ,试问 : 求 导 后 或 积 


分 后 的 恩 级 数 收敛 域 会 变化 吗 ? 怎样 变化 ? 


3. 已 知 》 auzr 在 x 一 mm 处 条 件 收 证 ,该 级 数 的 收 全 半径 是 多 少 ? 


n=1 


1. 求 下 列 宪 级 数 的 收敛 域 : 


(wD (2) > mrni (3) 六 CD" ls 
-= 2 n=2 lnn 
a 1 ee SD 局 

(4) 2 Ds: (5 2 es (9 乙 评 

(7) 》 (z 一 D"; (8) 》 lr—4)". 

=1 


n=1 


5.5 函数 项 级 数 (I) 一 一 泰勒 级 数 多 
Series with function terms( 工 )— Taylor series 
2. 求 下 列 级 数 在 收敛 域 上 的 和 函数 : 
2 zl . ed a 
(1) 2 2 (2 Dz g 


Fn 
备 级 数 a， (zx 一 3)" 在 zx 二 0 处 发 散 ,在 zx 二 5 处 收敛 ,该 虹 级 数 在 x 二 2 处 是 否 
收 仿 ?在 之 二 7 处 是 否 收 代 9 
2 已 知 肾 级 数 了 lax 的 收敛 半径 是 尺 , 备 级 数 》)asz” 的 收敛 半径 是 多 少 ? 
n=1 n=1 
3. 求 下 列 级 数 的 和 : 


dy (2) > 二 
全 ;5 函数 项 级 数 ( 工 ) 一 一 泰勒 级 数 


Series with function terms( I )—— Taylor series 


由 5.4 节 讨 论 可 知 , 竹 级 数 在 其 收敛 域内 总 是 收敛 于 一 个 和 邱 数 . 本 节 将 要 讨论 与 此 相 
反 的 问题 , 即 对 给 定 的 函数 f(x) ,能 否 在 某 一 区 间 上 将 其 展开 成 备 级 数 ? 如 果 能 展开 ,如 何 
表示 ? 这 就 是 本 节 要 讨论 的 主要 内 容 . 


5.5.1 泰勒 级 数 


如 果 一 个 给 定 的 函数 能 展开 成 才 级 数 ,那么 展开 式 的 系数 与 该 函数 之 间 有 什么 样 的 关 
系 ? 例如 ,已 知 等 比 级 数 及 其 和 函数 有 如 下 关系 式 : 


2 =1+z 十 十 x 十 … 一 


n=0 


由 上 册 5. 3. 1 节 中 的 泰勒 定理 和 关于 二 -的 麦克 劳 林 公 式 ( 上 册 ,p145,(5)) 可 以 看 到 ,等 


1—z’ 


e131 


比 级 数 的 系数 从 好 为 w 一 万 -02 on 一 0,1,2,…)， 其 中 /(z) 一 了 =. 这 种 情形 对 其 他 函数 
是 否 成 立 ? 下 面 的 定理 给 出 了 答案 . 

定理 5.13 设 函 数 f(x) 在 点 ze 的 某 邻 域内 具有 任意 阶 导 数 , 如 果 f(z) 在 点 ze 处 的 
震级 数 展开 式 为 f(z) 二 a, (zx 一 zo)", 则 其 系数 为 4, 二 了 Gn = 0,1,2,0). 


分 析 类 似 于 上 册 5. 3. aa 5. 13 中 展开 式 逐 
项 求 导数 ,并且 每 一 次 求 导 后 都 令 z 一 zo- 
证 在 点 ze 的 某 邻 域内 利用 索 级 数 和 函数 逐 项 求 导 公式 ,将 下 式 


fx) Das i ao 十 ai(X 一 Xo) 十 as (XT 一 Xo 人? 十 … 十 as (ZX 一 X00)" 十 *… 
=0 


全 第 5 章 无 穷 级 数 
CT 
的 两 端 同时 多 次 逐 项 求 导 ,可 得 


f(z) 二 Qi 十 2azs(z 一 Zz0) 十 十 nas (ZT 一 X0)"! 十 …， 
fz) 一 2!a 十 3X2as(z 一 zo) 十 … 十 2 一 1)a (一 zo) 十 …， 


f° (zx) 一 ma 十 (2 十 1)2…2a(Z 一 Zoo) 十 … 
令 z 一 zo, 可 得 
六 xzo) 三 Co fH = Fo = ss fm =n 
故 
f° zo) 


nl 
该 定理 给 出 了 函数 的 竹 级 数 展开 式 的 系数 的 求法 ,由 此 我 们 也 引入 下 面 的 定义 . 
定义 5.9 设 函 数 f(z) 在 点 ze 的 某 邻 域内 具有 任意 阶 导数 , 称 军 级 数 


n= 0,1,2,.. 证 毕 


Ca 一 


Cn) rCn) EB 
> td 0 ,ed 


nl nl 


(5.10) 
为 函数 f(x) 在 点 x。 处 的 泰勒 级 数 (Taylor series). 特别 地 , 当 x。 二 0 时 , 称 寒 级 数 
六 PO, = f(0) + FVz+ + 人 Or 十 …。 《5.11) 


n=0 


为 函数 f(x) 的 妻 克 劳 宁 级 数 易 见 ,f(z) 的 麦克 劳 林 级 数 是 zx 的 宕 级 数 . 
在 上 册 5. 3 节 ,我们 已 经 知道 ,如 果 函 数 f(x) 在 zo 的 某 个 邻 域内 具有 直到 十 1 阶 的 
导数 , 则 在 该 邻 域内 有 f(z) 的 n 阶 泰勒 公式 : 


J = Fm = 和 (一 吉 六 十 二 


f° (zo0) 
nl 


其 中 及 CD) 一 瑟瑟 (rz 一 za)" 为 拉 格 朗 日 型 余 项 ,< 是 <。 与 x 之 间 的 某 个 值 . 


将 函数 f(z) 在 点 ze 处 的 泰勒 级 数 (5.10) 入 阶 泰勒 公式 加 以 对 比 ,从 形式 上 看 二 者 
非常 相似 ,那么 它们 之 间 存 在 什么 样 的 关系 ? 又 由 定理 5. 13 和 定义 5.9 可 知 ,如 果 函 数 
了 (zx) 在 点 xz。 处 能 展开 成 竹 级 数 , 则 其 客 级 数 展开 式 必 为 泰勒 级 数 (5.10). 那么 函数 f(x) 
在 点 ze 处 的 泰勒 级 数 (5. 10) 是 否 一 定 收敛 于 f(x)? 如 果 收 敛 于 f(x) 需要 满足 什么 条 件 ? 
对 此 ,有 如 下 定理 . 

定理 5.14 设 函 数 f(z) 在 点 zx。 的 某 邻 域内 具有 任意 阶 导数 , 则 在 该 邻 域内 f(x) 能 展 


开 成 泰勒 级 数 , 即 f(x) 一 3 人 (zx— zo)" 的 充分 必要 条 件 是 limR, (x) 二 0, 其 中 


(eR)y 


Se 一 (外 (一 4,)"+i,s 是 zx 与 x 之 间 的 某 个 值 . 


n+1)1! 
证 明 上 略 . 
定理 5. 13 和 定理 5. 14 进一步 说 明 , 如 果 函 数 f(z) 能 展开 成 究 级 数 , 那 么 这 个 展开 式 
是 唯一 的 ,而 且 一 定 是 f(x) 的 泰勒 级 数 (5. 10). 


5.5 函数 项 级 数 ( 工 ) 一 一 泰勒 级 数 全 
Series with function terms (1 )— Taylor series > 


5.5.2 函数 展开 成 究 级 数 


利用 定理 5. 13 和 定理 5. 14 将 函数 f(z) 展 成 泰勒 级 数 的 方法 , 称 为 直接 展开 法 . 特别 
地 ,将 函数 f(z) 展 开 成 麦克 劳 林 级 数 , 亦 即 展开 成 x 的 竹 级 数 形式 ,可 按 如 下 步骤 进行 : 

(1) 求 出 f(x) 的 各 阶 导数 , 即 了 (C2), 了 (0), (Gr); 

(2) 求 出 f(x) 的 各 阶 导数 在 z==0 处 的 值 , 即 f(0) ,了 (0) ,天 (0) ,7 (0) 3; 


(3) 写 出 寡 级 数 (5. 11) , 即 CO) 十 Foz 二 十 研 2c 十 … ,并 求 出 其 收敛 半 和 R; 


(4) 当 zE( 一 R,R) 时 ,判断 limR， (一 lm 分 一 外 zm1(& 介 于 0 与 x 之 间 ) 是 否 为 


零 . 如 果 limR,(z) 二 0, 则 f(z) 在 (一 R,R) 内 的 竹 级 数 展开 式 为 
f(x) = FO +FF Oz + 半生 E 《= 民 RR 


例 5.24 将 下 列 函 数 展 开 成 x 的 徊 级 数 : 
(1) f(x)=e; (2) f(z)=sinz. 
分 析 可 按 上 述 四 个 步骤 进行 展开 . 
解 (1) 由 于 f(z)=e(n==0,1,2,…), 所 以 有 
0) = 00 = 


于 是 ,得 到 竹 级 数 


汪 证 中 迪 二 二 站 8 站 Fe C01 = 1). 
n=0 12。 * 


容易 验证 , 它 的 收敛 半径 为 R= 十 2. 
对 于 任何 有 限 的 数 z 和 é&(& 介 于 0 与 x 之 间 ), 有 


= | jm lal ,Lz 1 
| Re(z) |= [rt Di® |=。 te 

lzl |z 1" Ed yelzl .zl on 
因 el"| 有 限 ,而 二 后 7 于 1 是 收 全 级 数 起 所 的 般 项 ,所 以 el*1 1 一 0 


00), 即 limR, (x) = 0. 于 是 

1 
到 
(2) 由 于 J (n=sin(z+ 权 | (二 0,1,2,…), 且 fw (0) 顺 序 循环 地 取 0,1,0, 一 1,… 


(2 一 0,1,2,…) ,于 是 得 到 寡 级 数 


( 1) S Tt! 1 3 1 8 ( 1)” rx! 
加 Gl 有 82 二 这 机 人 二 
容易 验证 ， 它 的 收敛 半径 为 R= 十 oo 


对 于 任何 有 限 的 数 zx 和 &($ 介 于 0 与 x 之 间 ), 有 
sin [十 7] 
(nt+1)! 


ee 二 1 十 z+ 


2 十 … 十 二 x" + XE (一 co, 十 co). 


|R,(Cz) | 一 


二 人 (全 ooj 


I n+ 
《本 二 下 让 
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Sinz 一 工 3 十 十 (一 1)" Ze 二 +"…， XE(—0, 十 00). C5 12) 
C2n 二 1)1 

从 上 面 的 例题 可 以 看 出 ,利用 直接 展开 法 将 一 个 函数 展开 成 寡 级 数 不 是 件 容 易 的 事 . 我 
们 常常 利用 间接 展开 法 , 即 利 用 一 些 已 知 函 数 的 展开 式 和 每 级 数 的 性 质 , 来 求 男 一 些 函 数 的 
客 级 数 展开 式 . 

例 5.25 将 余弦 函数 cosz 展开 成 x 的 寡 级 数 . 

分 析 ”由 于 (sinz) 二 cosz, 可 利用 sinz 的 竹 级 数 展开 式 以 及 和 函数 的 逐 项 可 导 性 ,将 
cosz 展开 成 x 的 宪 级 数 . 

解 ” 利用 备 级 数 的 运算 性 质 ,由 sinz 的 展开 式 (5. 12) , 逐 项 求 导 得 


zx | sb CE - 四 一 Co Co 
5 + Et 

综合 利用 直接 展开 法 和 间接 展开 法 ,还 可 得 到 函数 f(z) 一 (1+z) (xcER) 的 震级 数 展 
开 式 : 


(十 zx)* 二 1 十 ar 十 … 十 


cost==1 


aa 一 1)…(a 一 十 1) 


nl 
此 展开 式 也 通常 称 为 牛顿 二 项 式 展开 式 . 其 端点 的 收敛 性 与 a 有 关 , 当 a 夺 一 1 时 ,收敛 域 
为 (一 1,1); 当 一 1 二 a<0 时 ,收敛 域 为 (一 1,1]; 当 >0 时 ,收敛 域 为 [一 1,1]. 
特别 地 , 当 a= 一 1 时 ,该 展开 式 就 是 我 们 熟悉 的 等 比 级 数 : 


Ee 


1 忆 nn Ne i 总 
ee >) (一 Drz" =1—ztr rt +1" 十 …，zE (一 1,1). 


(5.13) 
例 5.26 将 函数 F(z)=ln(1 十 z) 展 开 成 zx 的 寡 级 数 . 


分 析 由 于 dn(1 十 z))' 一 了 = 一 (一 Dmz", 可 利用 和 函数 的 逐 项 可 积 性 求解 . 


解 ” 因为 (x) 二 二 :利用 式 (5. 13) ,将 其 两 端 从 0 到 x 逐 项 积分 ,得 


2 3 ntl 


i 
Ft3 志 叉 1 元 二 


< di zx 
和 下 二 


ln(1 十 Z) 44s EA= Lj 


(5.14) 
上 式 对 zx 二 1 也 成 立 . 因为 上 式 右 端 的 徊 级 数 当 z= 二 1 时 收敛 ,而 上 式 左 端的 函数 In(1 十 z) 
在 z=1 处 有 定义 且 连 续 . 

例 5.27 将 函数 f(z) 二 In(4 十 x) 展开 成 x 的 短 级 数 . 

分 析 利用 ln(1 十 x) 的 徊 级 数 展开 式 (5. 14) 求 解 . 

解 ”由 于 


ja m[41+ 持 ]] In4+in(1+ 持 ] 


且 Im 人 1 十 过] 的 展开 式 只 需 将 lnG1 十 z) 中 的 二 换 成 工 , 于 是 ,由 式 (5. 14) 可 知 


2 3 
二 全 生动 md4+m(a+ 冯 】 ln4 十 节 上 (至 ) + 二 .人 到 A 


5.5 函数 项 级 数 (I) 一 一 泰勒 级 数 
Series with function terms( )— Taylor series € 六 
例 5. 28 将 函数 一 5 展开 成 开 的 震级 数 . 


分 析 “可 利用 式 (5. 13) 将 本 -间接 展开 . 


解 已 知 于 = 一 盖 Drz"C1<z<1D, 则 有 


n=0 


过 3 D" Ce’)" 2 "zx”, —1<zr<1l. 
=0 


这 


例 5.29 将 函数 二 - 展 成 x 一 3 的 寡 级 数 . 


分 析 先 将 二 变形 为 式 (5. 13) 的 形式 ,再 进行 间接 展开 . 


解 ”不 难 求 得 
Ll 1 1 | zx—3 
Z 3 十 (z 一 3) 3 1 二 一 3 Dg 
3 


于 是 , 当 一 1< 
1 


1 Zz—3, (xz—3): |. a(z—3)" 1 » (TC— 3)" 
EL 2 ee 


例 5.30 TT 的 震级 数 . 


分 析 ”将 函数 二 去 十 红 二 2 拆 分 成 一 次 因 式 的 形式 , 即 一 一 
用 式 (5.13) 间 接 展开 . 


二 一 二 ,每 部 分 因 式 均 可 利 


解 
1 1 1 1 
ZT 二 37 十 2 Zz 二 1 z+2 2+(z 一 1) 3 十 (z 一 1) 
1 1 二 
2 二 


| = | 1) YY ey [ | es 


其 中 展开 式 中 的 xz 满足 ， 1 一 2 <1 且 一 1< <1, 即 1<z<3. 


现 将 几 个 常用 的 函数 的 震级 数 展开 式 列 在 下 面 ,以 便于 读者 查 用 . 
二 
2 21 


1 十 z 十 丰 了 十 … Fr te, ze (一 co 十 ca) 


2nt1 


外 二 站 1 Re m 并 本 
sinz > ET rE 


. t= 1 大 到 A i - i N 
cosr 二 人 tC De it Ee 
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. 三 (一 1 一 x Ei EE 有 xl 
ln(G1 十 z) 2 二 二 人 
可 十 动 :一 1 十 四 十 -。 Ei 
i oe ed ee 2 
arctanz 一 工 3 十 5 +(—D | ，xzeE [一 1,1]. 


s.5.3 应 用 举例 


震级 数 展开 式 的 应 用 很 广泛 ,例如 可 利用 它 来 对 某 些 数值 或 定 积分 的 值 等 进行 近似 
计算 . 

例 5.31 计算 In2 的 近似 值 ,使 误差 不 超过 10“. 

分 析 利用 In(1 十 x) 的 竹 级 数 展开 式 , 得 到 ln2 的 展开 式 ,进行 近似 计算 . 

解 ” 由 于 1n(1 十 x) 的 徊 级 数 展开 式 对 z=1 也 成 立 , 故 有 


1 | 1 于 本 LE 1 0 
n= In 了 =1 丰富 一 二 一 二 (Dm 
根据 交错 级 数理 论 , 为 使 绝对 误差 小 于 10 +, 即 
[nl<#H<107， 


要 取 级 数 的 前 10000 项 进行 计算 ,这 样 做 计算 量 太 大 了 . 为 了 减少 计算 量 ,我 们 考虑 利用 
In 的 展开 式 进行 计算 . 由 于 


下 3 a 1 (— x) 
In 于 = In(1 十 z) 一 InG1 一 z) 一 2 D"™' 2 和 
= 1 TT" be zr" rr . 

2 1) i 2 之 六 二 i 1<z<1, 
2, 得 z= 十 E (一 1,1) ,以 z= 二 代入 上 面 展开 式 得 


i 
共和 于 二 区 贡 二 下 关于 于 人 


由 于 


Sy 光 1 | 1 1 二 
| 六 | | BT < 4.2 a 2 [gy a + gx gm + ]: 


只 要 取 n==4, 就 有 | | 三 10 下 ,从 而 


In2 a = 


1 
本 


例 5.32 计算 | sanzdz 的 近似 值 , 精 确 到 10 一 


分 析 。 利用 sinz 的 等 级 数 展 开 式 , 得 到 | sinzdz 的 展开 式 ,进行 近似 计算 , 
解 利用 sinz 的 震级 数 展开 式 ,得 


8 机 | 机 7 F255 全 (e3550)， 


5.5 函数 项 级 数 ( 工 ) 一 一 泰勒 级 数 全 
Series with function TermsCT) 一 ToyJor series 


1 Sin 工 1 1 前 
| 二 3 又 3 十 5 又 引 7 又 也 十 


所 以 


1 于 E ee ee 
这 是 收 化 的 交错 级 数 , 因 其 第 四 项 直上 560010“, 故 取 前 三 项 作为 积分 的 近似 值 , 得 


De 1 ! 
下 zx 1 xix ~ .46l. 


习 > 题 > S.S> 


1. 在 点 二 0 的 邻 域内 具有 任意 阶 导数 的 函数 都 可 以 展开 成 x 的 辕 级 数 吗 ? 麦克 劳 林 
级 数 和 麦克 劳 林 公式 有 什么 关系 ? 

2. 将 函数 展 成 里 级 数 后 ,如 何 确 定 其 收敛 域 ? 

3. 在 利用 办 级 数 的 展开 式 求 函 数值 的 近似 值 时 应 注意 哪 几 点 ? 


1. 将 下 列 函数 展开 成 x 的 军 级 数 ,并 确定 其 收敛 域 : 


(1) 一 ， (2) 2r; 03) (3 人 
1 1 EE 3 
(5) re (6) pr (7) Zorte! (8) re 
2. 将 一 一 一 展开 成 x 一 5 的 宕 级 数 . 
ZX —57zx 二 4 
ee i 
3 将 5] 二 5 展开 成 < 一 1 的 震级 炒 ， 
4. 利用 函数 的 震级 数 展开 式 , 求 函数 Ve 的 近似 值 ,精确 到 0. 001. 
1. 将 函数 f(z) 一 十 展开 成 < 一 2 的 备 级 数 . 
2. 将 F(z) 一 展开 成 工 一 1 的 宕 级 数 , 并 求 Fo (1). 
3. 用 ln(1 一 zx) 的 展开 式 , 求 : 
(1) > 一; 的 和 函数; (2) 2 (一 Dm" 十 的 和 . 
4. 将 函数 f(x) 二 arctan 1 十 区 展开 为 的 睾 级 数 . 


和 一 到 
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GD nite series 


计算 | zsinzdz 的 近似 值 (精确 到 0.001). 


5,6 函数 项 级 数 ( 下) 一 一 傅 里 叶 级 数 


Series with function terms( LL) 


Fourier series 


由 定理 5. 14 可 以 看 到 ,对 于 一 个 给 定 的 函数 f(z), 当 它 在 点 ze 的 某 邻 域内 满足 一 定 
条 件 时 ,该 函数 便 可 以 展开 成 泰勒 级 数 形式 或 麦克 劳 林 级 数 形式 (xo 一 0) 的 考级 数 . 函数 的 
这 种 竹 级 数 表示 方法 和 相关 理论 是 英国 数学 家 泰勒 (Taylor) 在 17 世纪 初创 立 的 ,经 过 了 理 
论 上 的 完善 之 后 , 它 便 成 为 微分 学 中 研究 函数 的 一 个 重要 工具 . 

但 这 种 表示 方法 在 应 用 过 程 中 也 受到 一 定 的 局 限 .例如 , 它 要 求 被 表示 函数 具有 任意 阶 
导数 ,这 对 许多 实际 问题 来 说 过 于 苛刻 ; 再 如 , 它 仅 在 点 xo 附近 与 函数 的 近似 程度 较 好 , 即 
它 和 函数 极限 一 样 也 只 具有 局 部 性 质 . 在 此 背景 下 ,应 运 而 生 了 一 种 新 的 级 数 表 示 方 法 一 
三 角 级 数 表 示 法 , 即 用 三 角 函 数 的 线性 组 合 来 表示 一 些 具 有 某 种 特性 的 函数 . 

事实 上 ,在 基本 初等 函数 中 , 除 常数 函数 外 ,最 为 简单 的 两 类 函数 是 短 函 数 和 三 角 函 数 
(正弦 和 余弦 ). 三 角 函 数 在 描述 和 解决 实际 问题 时 的 作用 也 是 非常 显著 的 . 众所周知 ,在 自 
然 界 中 常常 会 出 现 周 期 现象 ,用 数学 语言 来 描述 就 是 周期 函数 . 最 简单 的 周期 现象 ,如 单 摆 
的 摆动 .发动 机 中 活塞 的 运动 等 ,这 些 现象 都 可 以 单独 用 正弦 函数 或 余弦 函数 来 表示 . 但 是 
对 于 较为 复杂 的 周期 现象 , 仅 用 一 个 正弦 函数 或 余弦 函数 来 表示 是 不 够 的 ,往往 需要 很 多 个 
甚至 无 限 多 个 正弦 函数 和 余弦 函数 来 表示 .本 节 着 重 讨 论 如 何 将 周期 函数 表示 为 无 限 多 个 
正弦 函数 和 余弦 函数 之 和 , 即 傅 里 叶 级 数 (Fourier series). 


5.6.1 三 角 级 数 
函数 列 


1 ,cosz,sinz,cos27,sin27,*"* ,COSNT Sin ，… (5.15) 
称 为 三 角 函 数 系 (system of trigonometric functions). 容易 验证 ,三 角 函 数 系 具 有 下 面 的 
性 质 : 


(1) 下 cosnrdz 一 o,f sinnrdz = 0,n = 1,2,.%; 


(2) [ sinkrcosnrdz 一 o,f sinkz sinnr dz = o,f cOSArcosir dr 一 0 一 1,2 
恨 一 1,2, ,天 7 
(3) | 1dz 一 2r; | sin27zz dz 一 | cosinrdr = zon 一 1,2,…. 


注意 到 ,在 三 角 函 数 系 (5.15) 中 ,任意 不 同 的 两 个 函数 的 乘积 在 [一 x,x] 上 的 积分 等 于 
零 , 相 同 的 两 个 函数 的 乘积 在 [一 x,x] 上 的 积分 不 等 于 零 , 这 种 性 质 称 为 三 角 函 数 系 的 正 交 
性 (orthogonality). 以 上 性 质 都 可 以 通过 计算 定 积分 来 验证 ,例如 


| coskrcosnrdz 一 2 (cos(k+n)ztcos(k—n)r)dr =0, kn. 
其 余 的 请 读者 自己 验证 . 


5.6 函数 项 级 数 ( 焉 ) 一 一 傅 里 叶 级 数 
Series with function terms ll )— Fourier series € > 
定义 5.10 称 具 有 如 下 形式 的 函数 项 级 数 
ee 2 (ancosnz + bssinnz ) (5.16) 
为 三 角 级 数 (trigonometric series) ,其 中 ao .a ,b(n 二 1,2,…) 都 是 常数 . 
5.6.2 周期 为 2r 的 函数 的 傅 里 时 级 数 


与 将 一 个 函数 展开 成 寡 级 数 时 面临 的 问题 类 似 ,将 一 个 周期 函数 展开 成 三 角 级 数 
(5. 16) 也 需要 解决 如 下 两 个 问题 : 

(1) 函数 应 具备 什么 条 件 时 才能 展开 成 一 个 三 角 级 数 ? 

(2) 如 果 函 数 可 以 展开 成 三 角 级 数 (5.16) ,那么 系数 ao ,av ,b(n 二 1,2,…) 如 何 确定 ? 

下 面 将 回答 这 两 个 问题 . 

设 函 数 f(x) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,如 果 f(z) 能 展开 成 三 角 级 数 (5.16) 的 形式 , 即 


f(x) = 多 车 23 (ancosnz + b,sinnz ) ， (5: 17 
n=1 


那么 我 们 就 说 这 个 三 角 级 数 为 f(z) 的 三 角 展开 式 . 这 时 系数 wy 与 函数 1(z) 之 间 存 在 什 
么 样 的 关系 呢 ? 即 如 何 用 f(z) 把 ww 表示 出 来 ?我们 假设 级 数 可 以 逐 项 积分 , 则 对 上 式 
从 一 * 到 x 逐 项 积分 ,得 到 


[roar 一 国 Ydz 小 到 (| eeowadz 十 | osinnzdz) ， 
由 三 角 函 数 系 的 正 交 性 可 知 ,等 式 右边 除了 第 一 项 之 外 ,其 余 项 都 是 零 ,所 以 
| teva 一 国 多 dz， 
从 而 可 以 求 出 
Po 1 fede 
在 式 (5.17) 两 边 同时 乘 以 函数 cosnz, 再 从 一 x 到 r 逐 项 积分 ,得 到 


『 (Zr)coszar dr 
| ao x x 
= 了 cosnr dz 十 2 (| encoskr cosnr dz 二 [a sinkz cosnz dz). 
由 三 角 丽 数 系 的 正 交 性 , 除 | awcosnzcosnedz 外 , 其 余 的 项 都 是 零 ,所 以 


| f(x)cosnrdr = | acos272 dz = QT 


从 而 
an 一 2 f(r)cosnrdr, n= 1,2,. 
LE 
类 似 地 ,可 以 求 出 
b, = LT rcpsimurdr， n= 1,2,". 


注意 到 当 w 一 0 时 , ao 一 小 | f(z)dz, 所 以 上 面 的 结果 可 以 合并 为 
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an 一 二 | f(x)cosnrdr, n=0,1,2,., 
Tn —x 
i (5.18) 
b= 工 | fla)sinncdr, n= 1 20。 
Tn 二 


一 般 地 ,给 出 如 下 定义 . 
定义 5.11 设 函 数 f(z) 是 以 2x 为 周期 的 函数 , 且 在 区 间 [ 一 x,xj] 上 可 积 , 则 称 
式 (5. 18) 为 函数 f(x) 的 傅 里 叶 系数 《Fourier coefficient). 以 函数 f(x) 的 傅 里 叶 系 数 为 系 
数 的 三 角 级 数 
学 十 > (ancosnz + b,sinnr ) 


n=1 


称 为 函数 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 . 记 作 
flr 本 3 (a cosnz + b, sinnz ). 
n=1 


由 定义 5. 10 可 以 看 到 ,周期 为 2x 的 函数 f(x) 与 其 对 应 的 傅 里 叶 级 数 (5. 16) 之 间 的 关 
系 是 “~~”, 而 不 是 “==”. 现在 的 问题 是 : 函数 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 (5. 16) 在 什么 条 件 下 是 收 
敛 的 ?如 果 收 敛 , 是 否 收 敛 到 函数 f(z)? 为 此 ,有 如 下 的 定理 . 

定理 $.15( 狄 利克 雷 收 敛 定理 ) 设 f(x) 是 周期 为 2x 的 周期 函数 ,如 果 f(x) 在 闭 区 间 
[一 *,xJ 上 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 .并且 至 多 只 有 有 限 个 极 值 点 , 则 f(z) 的 傅 里 叶 
级 数 收敛 ,并 且 

(1) 当 z 是 f(z) 的 连续 点 时 ,级 数 收 合 于 f(x); 

(2) Bz 是 (x) 的 间断 点 时 ,级 数 收 化 于 人 一 路人 人) 


该 定理 说 明 ,函数 f(x) 如 果 在 区 间 [ 一 x*,xj 上 至 多 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ,并 且 不 作 无 
限 次 振荡 ,那么 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 在 连续 点 处 收敛 于 该 点 的 函数 值 ,在 间断 点 处 收敛 于 函 
数 在 该 点 处 的 左 极限 与 右 极 限 的 算术 平均 值 . 由 此 可 见 , 函 数 展开 成 傅 里 叶 级 数 的 条 件 要 比 
函数 展开 成 寡 级 数 的 条 件 弱 得 多 . 

例 5.33 设 函 数 f(z) 是 周期 为 2x 的 函数 , 它 在 [一 x,x] 上 的 表达 式 是 

Fn = 二 一 rr 委 工 所 0， 
3 和 过 二 去 人 

将 F(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 . 

分 析 该 函数 是 周期 为 2r 的 函数 , 先 求 fCz) 的 傅 里 叶 系 数 以 及 传 里 叶 级 数 , 巾 定 
理 5. 15 讨论 其 傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 . 

解 ” 先 求 函 数 的 傅 里 叶 系 数 : 

mw 一 二 | fovear 一 工 | c Deowrdr+ 1 [1 »cosnrdr =0, n=0,1,2,, 

0， n= 2,4,6,.…, 
在 ，# 一 1,3,5,… 
函数 f(z) 在 点 二 kx(k 二 0, 士 1, 士 2,…) 处 是 第 一 类 间断 点 ,在 其 他 点 处 连续 . 由 定 


理 5.15 可 知 , 当 z 一 kx 时 ,F(z) 的 傅 里 叶 级 数 收 生 于 人 一 也 二 一 0 或] 二 5 了 一 0; 当 


Px 0 x 
b= 1| NE | 全 1Dsimedz 十 工 | si = 
区 J_x 壳 二 二 Nx Jo 


5.6 范 数 项 级 数 ( 焉 ) 一 一 傅 里 叶 级 数 全 
Series with function terms (ll )—— Fourier series 


Z 天 Rr 时 收敛 于 f(x). 于 是 , 当 zz 了 关 kx 时 ,有 
sin5z 十 … 十 元 上 isin(2x 一 1)z 十 … | 


f(r) 和 [sinz+ Ls -2 
区 入 
当 上 式 分 别 取 第 一 项 .前 两 项 .前 三 项 时 ,近似 曲线 如 图 5. 1 所 示 . 由 图 可 见 , 随 着 项 数 的 增 


加 ,近似 程度 加 强 . 
了 
=p) JAD 
ARR 1 =o 
一 O nT 
Nd Ne 
J 
图 5.1 
例 5.34 将 函数 
5 —zx,， 一 TY 委 工 委 0， 
人 国 0 二 工 委 元 


展开 成 伟 立 叶 级 数 ,并 由 此 求 正 项 级 数 > 点 的 和 . 
分 析 “该 丽 数 不 是 周期 丽 数 , 它 是 区 间 [ 一 x,x] 上 的 连续 丽 数 ,要 求 它 的 全 里 时 级 数 ， 


须 先 将 f(x) 延 拓 成 周期 为 2x 的 函数 ,就 可 以 和 上 面 的 例子 一 样 处 理 了 . 
解 将 函数 f(z) 延 拓 成 周期 为 2r 的 函数 下 (zx), 如 图 5.2(a) 所 示 , 而 下 (zx) 在 


[一 态 21 上 稚 于 .7(z% 
JAD 
4 和 
、 | 冯 Sd 
、 0 “ 3 
(a) 
5.2 


下 面 将 函数 F(x) 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 函数 的 伟 里 叶 系 数 计算 如 下 ; 


Qo 一 Ts 
业 人 人 下 外 | 
an 一 一 | f(z)cosnrdr =—| (7x)cosnrdrit Oo | rcosnrdr 
Tx Tx 区 Jo 
0， 7 一 2,4,6,…， 


4 5 
nT 


二 之 | zeosnzdz 一 2 — 1] = | 
To nn 
了 2 


5= 工 | f(xz)sinnrdr =0, n=1,2,° 


FF 函数 F(z) 在 (一 吕 , 十 2) 上 连续 ,所 以 有 


由 了 
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F(z) 3 (eo 二 - COS3 工 
T 


在 区 间 [ 一 x,x]j 上 ,F(x) 二 f(x), 所 以 对 于 任意 xE[ 一 x,xj], 有 


4 1 1 
f(x) > ES 4 SIT 人 * 豆 cos5z 汪 吉 


当 上 式 分 别 取 第 一 项 .前 两 项 .前 三 项 时 ,近似 曲线 如 图 5. 2(b) 所 示 . 由 图 (b) 可 见 , 随 着 项 
数 的 增加 ,近似 程度 加 强 . 
若 令 z= 一 0, 则 了 (0)==0, 所 以 


2 
由 此 得 到 
1 有 1 区 1 i 
1 十 各 十 吏 十 元 十 trom = 8 
又 
和 _1 Wa 
A 一 训 十 立 十 吝 十 本 (十 去 十 去 二 】 
1 和 让 
1 十 南 十 京 十 汪 片 于 [去 十 让 十 计 : | 
即 
2 
4 一 填写 十 十 A， 
A 
解 得 ,A 37" 故 
1 1 1 nr ne 
tt tet tt ss 


5.6.3 正弦 级 数 和 余弦 级 数 


一 般 情况 下 ,函数 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 (5. 16) 既 含有 正弦 项 ,又 含有 余弦 项 . 然而 ,从 
例 5. 33 和 例 5. 34 可 以 看 到 ,有 些 函 数 的 傅 里 叶 级 数 只 含有 正弦 项 ,有 些 只 含有 常数 项 和 余 
弦 项 . 事实 上 ,导致 这 种 现象 的 原因 与 所 给 函数 的 奇偶 性 有 关 . 
设 f(z) 是 周期 为 2x 的 周期 函数 , 则 : 
(1) 当 函 数 f(x) 是 奇 函数 时 ,f(z)cosnz 是 奇 函 数 ,f(z)sinnz 是 偶 函 数 , 故 
an 一 0， 7 一 0,1,2,…， 


一 2 [fensinnedz, n= 1,2,*…. 
To 


可 见 ,f(z) 的 傅 里 叶 级 数 为 >)b,sinnz, 即 奇 函 数 的 傅 里 叶 级 数 是 只 含有 正弦 项 的 正弦 


级 数 . 
(2) 当 f(z) 是 偶 函 数 时 ,f(z)cosnz 是 偶 函 数 ,f(z)sinnz 是 奇 函 数 , 故 


E 二 | raceowrdr， 六 三 而 区 
TJo0 


b. = 0, n= 1,2,° 


5.6 范 数 项 级 数 ( 焉 ) 一 一 傅 里 叶 级 数 人 
Series with function terms (下 ) 一 一 Fourier series 


可 见 ,f(z) 的 傅 里 叶 级 数 为 十 Dancosnr , 即 偶 函 数 的 傅 里 叶 级 数 是 只 含有 常数 项 和 余 


弦 项 的 余弦 级 数 . 

在 实际 应 用 中 ,有 时 需要 将 某 个 区 间 上 的 函数 展开 成 正弦 级 数 或 者 余弦 级 数 . 

例 5.35 在 区 间 [0,x] 上 将 函数 f(x) 二 x 一 zx 分别 展开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 . 

分 析 若 要 将 函数 f(x) 展开 成 正弦 (余弦 ) 级 数 , 需 先 将 其 延 拓 成 以 2r 为 周期 的 奇 
( 偶 ) 函 数 ,即将 f(x) 进行 奇 ( 偶 ) 延 拓 . 

解 (1) 先 将 函数 f(z) 展 开 成 正弦 级 数 . 

将 函数 f(z) 二 x 一 x 延 拓 成 以 2x 为 周期 的 奇 函 数 F(x) ,在 区 间 (0,x] 上 F(x)=f(zx)， 
如 图 5.3(a) 所 示 . 


系数 名 的 计算 过 程 如 下 : 
b= LT | fensinnde 一 三 | (一 zsimrdz 


1 2 


x 2 x 2 [* 2 
= 一 一 T 一 Cosnz 十 一 Xxcosnz = cosnrdz 一 一 
开 n 0 nn 0 72T J0 


7 
所 以 函数 F(z) 的 正弦 级 数 为 


f(x) = Db,sinnze 一 > Zsinnz, x € (0,7]. 


n=1 n=1 


当 z==0 时 ,级 数 收敛 于 0. 当 上 式 分 别 取 第 一 项 .前 两 项 .前 三 项 时 ,近似 曲线 如 图 5. 3(b) 所 
示 . 由 图 (b) 可 见 , 随 着 项 数 的 增加 ,近似 程度 加 强 . 

(2) 将 函数 展 成 余弦 级 数 . 

将 函数 f(z) 延 拓 成 以 2x 为 周期 的 偶 函 数 G(z), 在 区 间 [0,x] 上 G(x) 二 f(z), 如 
图 5.4(a) 所 示 . 


5 ] 
区 JR AD FO 
、 全 下 、 2 
二 SR 人 人 
人 2 二 2 JR J 
回 7 Gr x 0 n 2n 
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系数 a 的 计算 过 程 如 下 : 


Qo 二 下; 
国有 一 
an 一 | fx)cosnrdr = | (x—x)cosnrdr 
To no 


2 _ sinnzr | 
一 人生 rr 二 
工 n 


a * 
一 一 zsinnz| 十 二 | sinnzdzx 
o nn o xdJo 


四 0， 7 一 2,4,…， 


2 
一 一 一 cos? 


12. n= 1,3,5,°", 
所 以 函数 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 为 
7cn 一 全 + cosnz 一 + ony rE [0,r]. 


nx 


当 上 式 分 别 取 第 一 te 
5.6.4 周期 为 21 的 函数 的 傅 里 时 级 数 


在 实际 问题 中 ,常常 会 遇 到 周期 不 是 2rx 的 周期 函数 . 而 前 面 讨论 的 都 是 如 何 将 周期 为 
2r 或 延 拓 成 周期 为 2x 的 函数 展开 成 傅 里 叶 级 数 ,下 面 通过 变量 替换 的 方法 讨论 如 何 将 周 
期 为 2! 的 函数 展 成 傅 里 叶 级 数 . 为 此 ,有 如 下 的 定理 . 

定理 5.16 设 f(z) 是 周期 为 21 的 周期 函数 , 它 在 区 间 [ 一 1,j 内 满足 定理 5. 15 的 条 
件 , 则 它 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 


9 3 + > (e eos BE thsin 2], 


其 中 系数 a ,5b, 为 


1 
an 一 2 f(x)cos dz, 7 一 0,1,2,…; 
二 人 


b, = 二 | fx)sin Edr, n=1,2,% 
Li 区 


分 析 由 于 F(z) 不 是 周期 为 2r 的 函数 ,所 以 不 能 直接 利用 狄 利克 雷 收敛 定理 ,但 可 以 
利用 变量 替换 将 其 变换 为 周期 为 2x 的 函数 ,进而 使 用 定理 5. 15 的 结论 . 

证 令 < 一 识 , 则 区 间 [ 一 /, 站 变换 成 [一 ,x], 并 且 有 f=/ (SE)= g(z). 易 见 
g(z) 是 周期 为 2x 的 函数 . 由 定理 5. 15 可 知 ,函数 g(z) 的 傅 里 叶 级 数 为 


g(z) = 3 Sa, cosnz + b, sinnz ) ， 


n=1 


其 中 


an 一 工 [ g(z)cosnzdz, n=0,1,2,.; 
b, = 二 gl(z)sinnzdz, n= 1,2,°.. 


由 于 x= 字 , 且 f(x) 二 g(x), 于 是 有 


5.6 范 数 项 级 数 ( 焉 ) 一 一 傅 里 叶 级 数 
Series with function terms (ll)—— Fourier series 


f(x) = 人 + 人 eos tb sin 3 }. 
且 
a = 十 | foeos de, b, = 工 | resin dz. 证 毕 
一 步 地 , 若 函 数 f(z) 是 奇 函数 , 则 它 的 傅 里 叶 级 数 为 
f(x) = > sin WT, (5.19) 
其 中 
= [fensin Le 
“de l ” 
若 函 数 f(z) 是 偶 函 数 , 则 它 的 傅 里 叶 级 数 可 以 写 为 
二 Da cos 2 (5. 20) 
其 中 
区 站 nar 
an 一 2 | aeos 1 dr, n=0,1,2,.. 
注意 当 工 为 函数 f(x) 的 间断 点 时 , 式 (5. 19) 与 式 (5. 20) 的 左 端 均 为 
= 


2 
例 5.36 设 f(z) 是 周期 为 4 的 周期 函数 , 它 在 [一 2,2) 上 的 表达 式 为 
人 一 和 过 元 过 0 
f(z) = 
区 雪 去 云 让 

其 中 上 为 不 等 于 零 的 常数 . 试 将 函数 f(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 . 

分 析 该 函数 是 周期 为 4 的 周期 函数 ,根据 定理 5.16, 求 f(z) 的 傅 里 叶 系 数 、 傅 里 叶 
级 数 ,并 讨论 其 傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 . 

解 易 见 ,函数 f(x) 满足 定理 5.16 的 条 件 . 函数 的 傅 里 叶 系 数 计算 如 下 : 


lt 二 | Ad 
ao 2 [0 十 也 JU = ks 


| NN Se 
Cn 2 Acos 2 Tdr 0, n= 1,2,.°; 


2k 


2 一 ，7 一 1,3,5,…， 
b, | ksin Lizrdz CE (1 一 coszr) nn 
2 Jo 2 nn 
0， n=2,4,6,.…. 
所 以 函数 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 为 
k | 2k( .Az FP 
(2 3 (sn 了 在 sin -7 丰 5sin -7 在 ) 


(<r<+orA0,+2, 二 4,.…). 
当 上 式 分 别 取 第 一 项 .前 两 项 .前 三 项 时 ,近似 曲线 如 图 5. 5 所 示 . 由 图 可 见 , 随 着 项 数 
的 增加 ,近似 程度 加 强 . 
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JAD y=) 


2z 十 1， 一 3<z 和 0， 

例 5.37 将 丽 娄 TCD) 一 | 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 

元 0< xz 委 3 

分 析 所 给 函数 不 是 周期 函数 ,根据 函数 f(x) 的 定义 , 先 将 其 延 拓 成 周期 为 6 的 周期 
函数 F(z) ,在 区 间 [ 一 3,3] 上 F(x) 二 f(x), 这 样 就 可 利用 定理 5.16 求 出 f(x) 的 傅 里 叶 
级 数 . 

解 ” 将 函数 f(z) 周 期 延 拓 成 周期 为 6 的 函数 F(z) ,而 F(z) 在 [一 3,3] 上 等 于 f(z). 

将 函数 F(z) 展开 成 傅 里 叶 级 数 , 其 傅 里 叶 系 数 计算 如 下 : 


1 
2 


uu | 
| | 
ao 3 27 + 1)dz+ 3 ,Tr 


下 | ,RR 3 六 
an 3 | ez + 1)cos 3 dz + 3 | zeos 3 dr nnt! (—1)"]; 
1 (nx 1 | a 
Sin dz [1 二 + (—1)" Xx 8]. 
3 Jo 3 nn 
由 于 下 (zx) 在 点 zx 二 3k(k 二 0, 土 1, 士 2,…) 处 不 连续 , 故 对 应 的 傅 里 叶 级 数 在 区 间 
(一 3,0)U(0,3) 上 收 僵 于 f(x). 所 以 


| 上 
b, 3 ,27 + 1)sin 3 dz + 


1 志 3 rz 1 四 ANAT 
fz) +2 {za Cleos Se — [+ Xjsin™ } 


(一 3 二 zx 二 3, 但 z 关 0). 


习题 5.6 


1. 为 什么 有 限 区 间 上 的 非 周期 函数 也 可 展 成 傅 里 叶 级 数 ? 
2. 设 F(z) 为 能 展 成 傅 里 叶 级 数 ES >) (acosnz 十 bssinnz ) 的 周期 函数 ,SCz) 为 展 


开 后 的 傅 里 叶 级 数 的 和 函数 ,那么 等 式 S(z) 二 f(x) 是 否 成 立 ? 为 什么 ? 
3. 非 奇 函数 (或 非 偶 函 数 ) 是 否 可 以 展 成 正弦 级 数 (或 余弦 级 数 ) ,为 什么 ? 


_ 复习 题 5 > 


1. 将 下 列 周期 为 2r 的 周期 函数 展开 成 侍 里 叶 级 数 : 


e,， —x<zr<0, xX， —x<zr<0, 
(1 f(z)= (2) f(z)= 

hs 0 委 z<r; 0s 0 二 xz 一 r; 
(3) F(z) 一 z, 一 r 安 zZ< ri; (4) f(z)=zx’,—rx<r<x. 


2. 按 要 求 将 下 列 函 数 展开 成 传 里 叶 级 数 : 

(1) 将 函数 f(x) 二 x 十 1(0 志 x 二 we) 分 别 展开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 ; 

(2) 将 函数 FCz) 王 2z 十 3(0 委 z 委 x) 展 开 成 余弦 级 数 . 

3. 设 函 数 f(x) 是 周期 为 2 的 函数 , 它 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 表达 式 为 FCz) 一 | 工 | , 求 此 
函数 的 全 里 叶 级 数 . 


二 ) 
1. 已 知 f(x) 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 , 它 在 一 x 二 x 二 x 上 的 表达 式 为 
07y， 一 天安 元 去 0 


08 | Di 雪 元 雪 元 
设 SCz) 是 PFCz) 的 全 里 时 级 数 的 和 函数 , 求 s( 至 ),'s (一 竺 ):sGw),s( 笃 ) 


2. 将 下 列 函 数 展开 成 傅 里 叶 级 数 : 
0<zx<1, 


iy 
(1) f(z)=z:—zx,—2<zx<2; (2) f(z)= 
2—% 2: 


pry ea 
ONO 


1. 是 非 题 
CD 车 级 数 局 收 统 ， 发散 , 则 级 玫 > (w 十 w ) 必 定 发 ( ) 
(2) 车 级 数 we 收 纹 ,S, 一 向 十 吕 十 一 十 抽 , 则 数列 {S,) 单 调 ( ) 
(8) 着 级 数 忆 wn 收 统 , 且 一 二 , 则 级 数 Dw 一 定 发 E 沪 


(4) 交错 级 数 >， (一 1)"sbus 之 0) 绝对 收敛 , 则 级 数 》)uzw1 不 一 定 收 敛 .， (  ) 


(5) 着 票 级 数 > oo。 (x 一 2)" 在 点 x 一 一 1 处 收 统 , 则 该 级 数 在 一 4 处 也 收 全 


& ) 
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2. 填空 题 


1 1 


遍 一 高 十 … 的 一 般 项 是 . 


1 _ 1 
级 数 二 一 一 十 
(1) 级 数 5 35 


(2) 设 a 为 常数 ,车 级 数 > (us 一 4a) 收 化 , 则 limu, 一 


(3) 级 数 ) (3 的 和 为 
(4) 霸 级 数 》' 工 (z 一 2)" 的 收 伊 域 为 
2 Vi 
(5) 函数 f(x) 一 士 展 成 一 1 的 震级 数 为 
3. 选择 是 
(1) 下 列 级 数 中 收敛 的 是 ( % 
| < cosn 必 ge L 
A. nsin B 之 稚 忆 一 1 元 - 承 2 yr 


(2) 着 震级 数 a， (Xx 一 1)" 在 x = 一 1 收敛 , 则 此 级 数 在 x 二 2 处 ( i 


A. 可 能 收敛 也 可 能 发 散 B. 发 散 
C. 条 件 收敛 D. 绝对 收敛 
(3) 已 知 了 二 一 1 一 x 十 x 一 二 ……, 则 -展开 为 工 的 每 级 数 为 i 
A. 1+zx' 二 zs 十 B. —1+zx' z+ 
C. 1 一 x 十 x 一 x 十 … D. —1—zx—zx 二 + 


(4) 军 级 数 > 坟 z* 在 收 绩 域 (一 ce， 十 co) 内 的 和 函数 为 ). 
A.e 访 -和 丰 二 | DD r=i—1 
(5) 对 于 级 数 》 (一 1) 一 其 中 z 之 0(2 一 1,2,…), 则 下 列 命题 正确 的 是 (  ). 
A. 加 果 总 (一 1)"miu, 收 化 , 则 必 为 条 件 收 氏 
B 如 果 we 收 纹 , 则 部 (一 1 we 绝对 收入 
C. 如果 we 发 散 , 则 (一 Do 多 发 表 


D. 如 果 2 (一 1 一 zw 收敛 , 则 > Van 必 收 敛 


_ 人 人心 


4. 判别 下 列 正 项 级 数 的 敛 散 性 : 


入 i 网 
(1) Darctan 5 5 (2) > (i) ; (3) 2 让， 
atl, nt (1)". 
(4) 2 /于 (5) De ; (6) SI id 
5. 讨论 下 列 级 数 的 绝对 收敛 性 与 条 件 收敛 性 : 
oo 6 流 
更 站 ml 
Sp D" 一 wD Ds 
(3) > (一 Dasin 语 ， (4) S (—D)"™ a 
. 求 下 列 惫 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 域 : 

3, 2 SY 
| 2 D3 Er Cp (z—1)"; 
Sm We SN (2z+1)" 
(4) 2 pr (5) 3 1) i ; (6) 2 i 


7. 求 下 列 级 数 的 和 函数 : 
DDD", (2) D2ne™ 
n=1 n=1 


8. 将 下 列 函 数 展开 成 x 的 军 级 数 : 


s TX —» Ea 
(1) sinss (2) ze (3) 元 二 37 二 7 
9. 将 下 列 函 数 在 指定 点 处 展开 成 寡 级 数 , 并 求 其 收敛 域 ; 

1 加 1 到 
(1) 2 一 z' 在 zo 一 1 处， (2) 均 二 55 二 6 在 zo 一 2 处 ， 


10. 已 知 级 数 》， (一 1) 一 :ww。 = a = 和 
11. 将 函数 f(x) 二 x? (0 二 x 二 x ) 分 别 展开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 . 
12. 设 正 项 级 数 > yu 和 >)u 都 收 你 ,证 明 : 级 数 少 ) (ws 十 zw)? 收敛 . 


13. 将 p(z) 一 | sine a 展开 成 工 的 备 级 数 . 


习题 答案 及 提示 


习题 1.1 
A 类 题 
1. (1) 第 N 卦 限 ; (2) 第 V 卦 限 ; (3) 第 妖 卦 限 ; (4) 第 轩 卦 限 . 


2. 5V2; ds= V4l; d,=5; d.= V34. 


3 一 25050)5 
9 _38 
4 [CE 35 | 
Ee 外 | a atb 
.AB 了 ,BC 2 “CD 了 ,DA 2 
B 类 题 
1. 一 2. 略 . 
习题 1.2 
A 类 题 


1. (1) 5i+11j—4k; (2) —itj+6k; (3) i—9j+14k; (4) —3i+7j+8k. 


4 5 1 
2. (1) V42 ,cosa »COS| ,COSY ; 
VE E'S VE 
a 一 arccos 8 一 一 arccos 7 一 arccos 
V42 V2 V2 
(2) V329 ; cosa 1 »COsP: I *COSY 2 ; 
329 329 329 
a=arccos — B=arccos 1 7 一 arccos 2 
_V329 V329 V329" 
3. a 一 15,7 一 一 证 . 
B 类 题 


1. 略 . 
2. az 一 3,ay 一 一 1,a- 一 3. 


3 (22 ,252) 或 (2V2 ,2, 一 2): 


习题 答案 及 提示 6 


习题 1.3 
A 类 题 
ee arccos 2 (3) — 2. 
V7 2 
8 09 30 — Ty (0 Wl 0 0 EE, 
7 下 V102 


3. (1) 35V3; (2) 76. 


5. VI0l. 
1 

6. 土 一 (一 1,3,5 

J ) 
B 类 题 

21_ 2 
二 
2 


3 CI) B05 =L = 《 玖 六 二 让 二 人 (ay 
4. (1) 9axb; (2) 21[a,b,c]. 
习题 1.4 
A 类 题 
1. (1) —2z+y 二 zx 十 2==0; (2) 一 8z 十 y 一 7z 十 32 王 0; (3) 一 3z 十 z 一 0; 
(4) z=—1; (5) 2z 一 2y 十 z 一 1 一 0. 
2 1 3 1 


2. (1) ， ; (2) 
14 V14,v14 33 


B 类 题 

1. (1) 3z 一 ?十 5z 一 14 王 0; (2) 一 2z 十 y 士 V3 = 一 1 土 3V3 
2. 一 4. 略 . 

习题 1.5 

A 类 题 


有 


Z 一 2_ 7 一 1_z 一 3 于 一 人 3 2 一 人， | 之 
3 2 = 1 = = 1 0 2 
地 十 1 Ww 一 2 二 3 


(0 = = 


2. (1) 平行 (2) 委 直 相交 ,cosp 一 0; (3) 相交 ,cosg 一 /有 . 


3. (1) 平行 (2) cos0— B03: (3) cosb 一 一 证 


6 习题 答案 及 提示 


1 
eh Wh | 
” 4 0 一 和“ 
5. 略 . 
B 类 题 
1 hd ,ne .et 
= 8 一 4 
_22 1 44 
zm- 名 二. 委 ) 
6 
3. 所 
ie sh ee sl Rh | 
2 18 TY 
a | a 
和 0 一 4 
6. 略 . 
习题 1.6 
A 类 题 
1. 2z 一 2 十 2z 一 3 三 0 
2 
二 
3, g's 时 
3 3 
4.。 工 2 2 cost,y 一 3V2 cost» 2= 3sint. 
习题 1.7 
A 类 题 
l, 
方程 (1) (2) (3) (4) 
圆心 在 (0,0) 
平面 几何 图 形 | 平行 于 y 轴 的 直线 直线 有 于 从 为 | 光山 线 
5 和 母线 平行 于 = 轴 的 | 母线 平行 于 x 轴 的 双 
空间 几何 图 形 | 平行 于 y>Oz 平面 | 平行 于 > 轴 的 平面 圆柱 面 曲 柱 面 
2. 3y’ 一 x? 二 16 和 3x 十 2z? 二 16. 
2 十 2y: 二 4， 一 Z， 2x? 一 4， 
3. TOy: 一 > »0=: | 0=:{ 
Z 一 0; 工 一 0 = 
4. z= 一 (zr 十 ) 十 1. 
5. 一 6. 略 
B 类 题 
5z2 十 5y? 一 1， 


习题 答案 及 提示 > 


?十 9 一 2z， 

Es ”抛物 线 . 

人 
3. 绕 工 轴 :4z? 一 9y: 一 9z? 二 36; 绕 y 轴 :4x? 十 4z* 一 9y? 二 36. 
4. 略 . 

| 
5 
复习 题 1 
CI Xs ox MX CAR Cs 
2. 1) 一 4 一 765 (2) 加 [A 


(4) (z 一 2)2 十 (y 一 1)2 十 4z 十 4 一 0; (5) zx. 
3 As CYCy (As (MAYDi (5YB:; 
4. A=40. 

5. 2 V26. 


Er z1)— (ys—y1) 《二 一 总 ) 一 (一方 
(zz 一 Zi) 十 (ye 一 国 ) — (yO—y) tr —zr)’ 


7. z 十 2y 一 1 王 0. 


10. (1) 平行 ， (2) 垂直 相交 ; (3) 相交 ,9 一 arcsin Vl 
5 2 2 
11. M( -号 ,全 全) 
12. 绕 工 轴 :% 十 对 一 5z; 绕 之 轴 :;z? 二 土 5 Vz 十 y?。 
13. (1) 旋转 的 单 叶 双 曲面 (z 轴 为 旋转 轴 ); (2) 单 叶 双 曲面 ; (3) 椭 球 面 ; 
(4) 双 叶 双 曲 面 ; 《5) 椭 圆柱 面 (母线 平行 于 z 轴 ); 〈6) 椭圆 抛物 面 . 
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习题 2.1 

A 类 题 

1. (1) 无 界 开 区 域 ; (2) 有 界 闭 区 域 ; (3) 无 界 开 区 域 . 

2. (1) 闭 区 域 ; (2) 开 区 域 ; (3) 闭 区 域 ; (4) 开 区 域 . 

2 

4. (1) D={(zx,y)|9zr’+4y:<36}; (2) D={(z,y)|ry=4}; 
Ca Dr le p= {Gy)| |¥|<y}. 

5. GD) 0; (2) 3) 0 OE 

2 3 
6. 略 . 


nx 工 
3 (5) 3 3 (6) 二 


6 习题 答案 及 提示 


7. 连续 . 
B 类 题 
1 zz(1 一 y) 
ee 
| 4 
2. (1) 了 《2) 0; (3) 3 (4) 0. 
3. 连续 . 
习题 2.2 
A 类 题 
机 2 9z i z y—7x qz 37y2 
1 GD) 下 一 4 十 3 六 ,下 一 6 十 6zy5 (2) -0 
az_1 41 YY as | 
(3) 均一 本 十 万? (xy) 二 TE DX (xy) “i 
9 9 
(4) Ea sec? (x?+ 2 十 3e) ,5 一 2 secz(z2z 十 2y 十 3ez)， 
9 
T=3e secz(z2 十 2y 十 3er); 
Au 2 | ou (7724 | 2 
《55 区 ecos(Z 十 Zyz)(2z 二 2z) 5 ze” sin(Z 十 zyz) 十 zze<cos(Z2 十 Zyz)， 
9 
P=ye”sin(z’+zxyz)+zye”cos(z’+zyz); 
gz i qz a 
(6) 元 yln|y|,3, 2>ln2 一 zy 一:!. 
,2 好 
3 3 
2 
3. (1) dz 入 dz 二 3y ; 


+ d 
| 2Vzx y+1 
(2) dz= (ecos(z+y)—e'sin(zt+y’))dr—2ye’sin(zi+y)dy; 


= Ltd 
(3) dz= jre drt ie dy; 


(4) dz=y Get drt (nat ta] tdys 


yz E24 xy Ee 
C5) du 1 十 Ee a ee 


(6) du 一 zy yzdz 二 2z7 yzlnrdy+ zx”*y? lnzdz. 
4. 2.686,2.4. 
5. dz 一 7ezdz 十 9ezdy. 


B 类 题 
gz . 9z 2 
1 《1 0 入 cos 和 cos > Ln 
9r y y 人 y 法 各 y y 于 ， 运 y E> 
Gu_ 1 ;了 93& ES 二 上 和 
(2) Bz "Dy cos ~ ln(z+ z) ,3 zcos 之 In(z 十 z) 十 元 二 zsin 


(3) 3 一 ?了 eo, TX os 
oz 2 Vzy “9y 2 Vzy 

.上 略 . 

0; 005, 

4. 不 可 微 . 
5 ou_ —zx:++y tz du 2zy qu 2zzx 

”az (好 十 风 十 到 2 "97y 人 Ke 

6. du 一 [6z 一 y sec’ (zy)]dz+ [= sec (7y)— +e Fa] + 5 zd 
习题 2.3 
A 类 题 
L.A =2t sin(ry) +y (Zr 十 y)2zcosCzyz ) ， 
9x 
胞 一 2(z 十 >)sin(zy ) 十 2zy (Zz 十 y)2cos(Czy2); 

(2) 和 ev sin(Z 十 y) 十 ecos(Z 十 y) Ze sin(Z 十 y) 十 ecos(Zz 十 y)5 
= Hy)+ ,3y ty)+ ty); 
az 到 | or (2 2 az_， 2 +(2) | 

(3) 经 2 二 In(2z y)+ 3 2 zln(2z y)+ a 

(4) Ey Cy tay f ey) ,= (2y) +2 yf 2) 


9. 
(0 pp yp 
2 | 2°9y hh 23 
a 1 9 Zw ,9 
(6) 下 一 2 访 , 耿 了 用 ,了 yf teossfs. 
CE 1 2 2te’ 
2. (Dr cos (2) a 60); (3) TFaen2tt); 


(4) e'(cos’t— sint) 十 和 cos(2lno)， 


1 
3。 yf yy 
4. 略 . 
9z = BE 
5. = = 
dr 2 dy zy 
B 类 题 
1 1 QE -yte(2+ cos(zxy)) QE rsytu( — 3 zcos(z, Ds 
. 天 区 a ht 
gz 2 2 6z(4z 二 2y) 2 十 v2z )4z+2> 
(2) 了 [4nmGsz Ty) sy ]Gr bh a 


i 
3 好 二 


[2 Hy?) 十 | 3z 2 二 y:)t; 


(3 ae epee ea ,tan(z+y)]+sec (z+y) fs; 


人 习题 答案 及 提示 


gz EE4 
) 下 一 用 十 > 用 十 用 ,下 


fit+zfi—fs; 


9 
(5) = [2x+2y:cos(zy’)sin(xry’) ]e” +” + 0) y 


= [2y 十 4zycosCzyz)sin(Czyz)]er ty ty) 
| 
2. 2 
3. 一 和 略 。 
习题 2.4 
A 类 题 
L 1) z+y ( ) +ty 
一 工 ” 一 ? 
六 y 2xy—e tr Tr—ertrts Sin2 工 sin2y 
2 XI1Y 2—z’ oz? C2) ET (3) ne 
| 2 2 2 一 3yx 只 这 2y— 3xz 
9. 一 各 2 二 3 TY 一 3 三 35 957 
2 
4. cos(zyt3s) (y+3 sl) 
5 _6zz+2z _ 2z 
” 6yz 十 y” 6z+1° 
B 类 题 
Lf, tee fa 
“1—fi—zyfe” fityzfe” fit+zxzfe 
2 Ou sinv 9v e€"—cosv 
”ar ex(sinu 一 cosu) 十 1 797 ulsinv—cosv)e"+u’ 
gu Cosv gu_ 1 "二 sinv 
9y ex(sinu 一 cosu) 十 1 "9y wsinv—cosv)e*+1° 
3. 一 4 略 . 
习题 2.5 
A 类 题 
1. 《1) 和 5-y ev 一 sin(z 十 y) ,2 环 = 一 zzen 一 sin(z 十 y)， 
dz dz 
Fy try) er sin(zt+y) ,Fi zi (lry)e™ sin(rty). 
gz pr a gx 92x 2 2 
(2) 6zy # a 2z sd Dyan 6z y—9—1, 
Ea 
2, (1) 3 =0; (2) 5 6cosy 一 3y?cosz. 


oa 五 十 天 十 zj (2) zf yD 六 7 ); 


(C3) 一 此 en +u’ (xz)v Cy) 六 一 


fatv (y) za 
(4) @ [ze fht fi tefitze fut fe. 


习题 答案 及 提示 全 


4. 略 . 
B 类 题 
1 
“ 2” 8” 32 
2 经 一 ylny .In(zy) 十 天 工 ,到 一 zyriln(zy) 十 yr 
天 一 yny，In(zy) 十 y By n(xzy)+y", 
2x 有 由 
FY [ny) "in(Czy) 十 2 my 至 ]， 
Bs 
这- 六 [ln(Czy) 十 zlny。ln(Czy) 十 Iny 十 1]. 


2x 


人 B93 ecosyfi +e”sinycosyfh +2ye’sinyfls+2re cosyfh tdryfl,; 


9z 
(2) Dy fi 2yf, 


C4 » 上 
yfitrer fn 2zyes fl —2fi—2rye® 2 十 4y2 fa. 
4. 0,1. 
习题 2.6 
A 类 题 
Lg 
天 一 于 十 1 
2 2 一 1_zx 一 2 、 , 
1 《2 I 1 ,十 y 十 V2= 2 4 一 0; 
d= j= z= | 
(2) I 二 2 47 十 8z 2 0; 
ZX—ZXo_ Yo(y—y) 2zo(z 一 zo) jm i 
《3》 I 二 s(x TOT CY yo) Bo < zo) 一 05 
| 
(4) 16 5 一 1 ,16z 十 9y lz 一 24 一 0. 


| 


2. (1) 9z 十 y 一 z 一 27， 5 I = (2) 3z 十 2y 一 z 一 1， 3 加 = 
i 
i 大 六 二 人 x tl 有 
(3) 4z 十 2 一 = 一 6 2 = (4) xz 十 ?一 2z 一 一 1,25 一 -一 
3. 2 或 一 2 
x 一 2y 十 2 一 一 证- 
ZX 十 z= 二 2， 
5. TT—%=0 
| 
CE stl 3 y 9 = 十 27 
”一 一 此 3 3 = 和 
B 类 题 


下 王 = 号 二 邱 2 十 2y 十 3< 一 8 一 0. 


6 习题 答案 及 提示 _ 


1 4 
2. xzo 3 yo 一 了，zo 了 或 zo 3 20 3 so FE 


3. 3.372. 


4. 略 . 

5. Z 十 4y 十 6z 一 21 或 zx 十 4y 十 6z 21. 

习题 2.7 

A 类 题 

1 3 极 小 值 z| oo 二 0, 极 小 值 z | ao 一 0; ‘2 极 小 值 z| 62,-2) 二 一 8; 
(3) 极 小 值 z| ao 一 一 5, 极 大 值 >| so 一 31. 


2.， 极 小 值 中. 


入 Eo 


. 最 大 值 125, 最 小 值 一 75. 
.r=h= MV/. 
. 长 、 宽 、 高 均 为 J2m. 


.X=1.5,y=1. 
B 类 题 


8 16 
1 (53) 
2. 最 长 距离 V9 十 5V3 ,最 短 距离 V9 一 5V3. 
1 
27° 
. 最 小 值 为 f(0,0) 一 0. 
. 极 大 值 为 f(2,1) 一 4; 最 大 值 为 f(2,1)= 二 4, 最 小 值 为 F(4,2) 一 一 64. 
6. 腰 长 为 8cm, 高 为 4V3cm. 


A a 


Ey 
.orl 

EE A 
Mri yt 


6 yi (rity tak). 


本 2 
“ (二 站 


B 类 题 
26 
Ls 31V21. 
2. 方向 为 -|( 遍 过- 最 大 值 为 /33. 
Eh 
3. dcosa. (1l)a=0; (2)a=x; (3)a Sn 
1 
和 本 
复习 题 2 
.CI a oY Ks A A AY KE WD 
2z 和 
二 J(z,y) zr 二 2y? 关 0, 且 一 1 二 一 一 一 一 二 11， 2 
2. (DD {els y < a) (2) 二 
一 2ydz 2zdy 


一 2 2 一 4 ， 
(3) D={(z,y)|z:—4y:=4}; (4) CE re er 


(5) 27z 十 437 一 < 一 5. 
3. (DC DAs (By DG 5) 也 


4. D1; (C2) —2; (C3) e's (4) -去 


ye 2 一 二 
5 《1 一 ZH Es;; (2) [on2 tsine' 十 nz]e 十 cose'j (3) y,x,zx+ ys 


(4) 2zf1—3f yf ts 


(5) ercosyfi+2zfs, 
ercosyfit+e’cosy(e’cosyfli+2zxf1)+2fi+2r(e cosyfh 27rf). 
—e’sinyfit+e’cosy(—e’sinyfhi—2yf12)+27x(—e’sinyfl —2yf). 


7 a 37xy 3y: (1—e)’+3ryer 
”ee—1 es 一 ]” (1 一 er*)3 

2 4 
8. 林 dz 十 了 dy. 

9. z 十 4y 十 3z 一 12,z 十 4y 十 3z 一 一 12. 
BW 2 
2 6 
11. 极 小 值 z| 6,-» 二 一 11. 


12. 最 大 值 为 一 工 , 最 小 值 为 一 1. 


(Z 一 1) 十 247y 一 1) 十 6(z 一 2) 一 0. 


98 

1 和。 

14. s= 坚 克 |， 2 
(0 3 V2 

1 


人 习题 答案 及 提示 


16. 长 、 宽 、 高 分 别 为 2,2, 也 . 


潍 
ww 
几 


习题 3. 1 

A 类 题 

加 v =| -x— wardy; 底面 区 域 为 0 过 x 二 1;0 过 y 寺 1 一 zx. 
D 


16 
2 了 
3. i ln(zz + y:)dzrdy < 0. 


relzltlyl<1 


心 


本 J 十 y)do < (z+ y)’do. 


人 


A < < weve, (2) 3 5 JT 到 未 忆 ， 
» 8 bp Vz5 十 交 十 2zy 十 16 4 


6. er wa (2) 9x. 


1. V 一 | mx — yq; 底面 区 域 为 十 y? 三 4. 
D 


1 3 
2. 3 AR . 


3. 和 VI 二 好 二 交 do<0. 


了 
4. (1) 36r <Je 十 4y 十 9)do 之 100r; 
D 
(2) 8r(5 一 V2) <[e+y+ 10)do < 8x(5 + V2). 
D 


5. (1) 6r; (2) 12. 
习题 3.2 
A 类 题 


2 人 时 2 
1. (1) | dz| fxsy)dy 或 | dy| fry)dr; 

0 0 0 0 
1 1 一 fi 1-y 0 1+y 

(2) az| fz dy 或 | ay 上 Crzyy)dz + oh COzy)dzri; 
2z ' 地 2 1 

(3) | dz| flrsy)dy 或 | dy| flr)drt| dy| f(x,y)dr; 
0 EE3 0 y 1 寺 


1 1 Vy 
(4) | | fwdy Rdy | fwd. 


2. (1) (e—1):; (2) 去 (< 一 1D); (3) 外 


4 64 
3. 《1 5 (2) 10r; (3) 五 
1 1 Vy 4 4 
a 1 ee (zy)dzr; (2) ju f(z,y)dzs 03) | ay fewar: 
y ¥ yy 
ja | dz fa | d 
(4) dy 7Cz2) $k 《5) oy re A AL 7; 
上 Vy 4 Vy 
(6) | dy| HGzsy)dz+| dy| fz,y)dr. 
0 一 人 1 2 
入 2eosg 2r a 
5。 村 .dg| frcosO,rsing)rdr; 2 | ao| frecosO,rsing)rdr; 
二 0 0 0 


2 x 2 
(3) 2 | ao| frcosO,rsing)rdri+2 | ao| frecosO,rsing) rdr. 
至 4cosg 过 0 


和 
45 
2 


ry (2) 4s (3) xln2s (4) Fre —1). 


6. (1) 
7.《 ) Bra’s (2) VZ 一 1. 
B 类 题 


加 y 
ls ) az | f(xy)dy 或 | dy | fz,y)dr; 
0 工 0 0 


站 网 人 下 
(2) ja f(z,y)dy 或 dy sf (Tdr+ dy _v Tdz. 
0 1 一 arcsin: 
2. ( ll dy| zwdr+| dy| "flav 
-1 一 2arcsiny 0 arcsiny 
『 证 [wm 
(2) dy VF Td (3) ,dz _ /fz dy. 
3 2 11 
3. GD -yr (D1 (3; (4) Fs 
且 2secg EE 2acosg 
4 0D | -40| ”oprdr， 2) | dg| ”Focosgrsing)rdr 
询 地 
1 2a* i 10 
5. (DD) gx); 2) (3) tr; (9 g V2. 
习题 3.3 
A 类 题 
1. ( 


1 1—z 1—x—y 1 1 ty 

,faz| dy| f(z,y,2)dz; (2) | dz | ,dy | f(x,y,z)dz. 
0 0 0 -1 型 0 
1 

2 ) a7 (2) 3. 


3. (1) x(lle—3); (2) Br. 


2r 2 一 六 2x x 一 2 

本 二 二 | ao| rdr|  FCV 严 十 于)dz -| db 上 | singdp | fp dp. 
0 0 一 2 0 到 0 

5 《1 2x(te— 1)s 《2) 8n. 


422 
GX ) gs (2) me 


6 习题 答案 及 提示 


B 类 题 
站 V2 | 
1. 1) ad A Zp TIys 2) dzs 


2 ao rear) es [eof sepa rar 128。 
RT 二 


8 C2) Bis (8) rs (4) 了 ht (5) 0% 628 和 5 (7) 他 ， 


3 1) 3 5 15 


了 工 ap 一 256 
(8) 6™ (2 V2); (9) 


习题 3.4 
1 


复习 题 3 
LX Xx YX XE CD XE Cy As 


2 Ea 

2. (1) 1—3e?; (2) 1 一 sinl; C3) [ay | frpdr: (4) 0; (5) v61. 
1 了 

3. (1)C; (2) B; (3)B; DD; ‘(8)C. 


a at Var—y 1 2 
4. GD | (Cryy)dzs 2 | az| (zy)dy. 
0 2a—y 0 1 
20 Be Ci ss 64, 
人 Kl 3 3 (2) 2 (3) 2 十 sinl 一 2sin2 十 cosl 一 cos2; (4) 15; 
32 1 4 2 {1 1 
(5) 2r; (6) 9 (7) 6 (8) D1 《9 5 (10) 2 ( 2 E ) 


习题 4. 1 
A 类 题 


土 GI 十 5V2)， 


V2 -15/5 
2 2 Is(5V5 1 


TY2 
2 
[VT ey —V8]: 


ab l(a’ tab tb6) 
3(Q 十 0) 


a 


区 到 Va TR 3a + Amek?). 


B 类 题 
Tp3 Tps 
[可 2R tgR. 


2. 30a. 


dra’ 
3 


4. 2V2 一 1. 


25V5 十 61 
7 


5. 


6. 8. 
习题 4.2 
A 类 题 
地 
5: 
2. 4 一 并 
号 和 
4. 18. 
5. 0. 


1 


习题 答案 及 提示 > 


oY 习题 答案 及 提示 _ 


6 玉生 可， 的 ) =1, 
7 IB C5 C3) 蛙 . 
B 类 题 


本 


2 
3. 
4. 0. 
5. y= sinr(0 达 zn). 
6 = 站 

le po 


习题 4.3 

A 类 题 

1. 8x. 

2. 和 

3. xz?cosy 十 ycosz 十 C. 


zm 
7 


B 类 题 

1. m 二 9e’ 一 es 十 6. 
2 
3. 略 ， 
4. —. 


5. a (6—a) 十 2a20. 


6. arcta 


3. 


4. 


.FHY2). 


ahn(h + 2). 


2 6 
15rR 


习题 4. 5 
A 类 题 


到 
2. 


(2a 十 0 十 4c)apc. 
64x 


i 


6 习题 答案 及 提示 


5 


开 


2. (1) 5; (2) zf’(z)+2f(z)=0; (3) 


(5) -J e+20+23R4s. 
2 


3. (1) D (2)B: (3) D (4) Ci (5)C. 


了 二 多 2 3 
4. 3pl(% +p y= 
5. 寺 [ (tm 2 一 2V2]. 
V3 
2 
了 


《二 一 在 生生 


8. 一 rd2z. 


2 ; 


(4) 


18r; 


习题 答案 及 提示 6 


4 i i 人 
18. ee 下 ae Fe) 


LLzPp HyQ+ Vr —z — y RdS. 


第 5 章 


ntl 
1 二 
m= 2n 4n 


= 二 一 sin 2 el fy 
(4) u, 一 其 发放; (5) u, = sin 3 ,发散 ; (6) un +( 加 ,收敛 . 


2. (1) 收 敏 , 呈 (2) 收 人 ,二 (3) 发 散 ; (4) 发 散 ; (5) 发 散 ; 


7 
(6) 收 你 ,15。 


3. 略 ， 

4. 4. 

B 类 题 

1. (1) 收敛 ; (2) 收 但 ; (3) 发 散 ; (4) 收敛 ; (5) 收敛 ; (6) 发 散 . 
2. (1) 错误 ; (2) 正确 ; (3) 错误 . 

3. 收敛. 

习题 5.2 

A 类 题 

1. (1) 发 散 ; (2) 收敛 ; (3) 发 散 ; (4) 发 散 ; (5) 收敛 ; (6) 收敛 ; 


6 习题 答案 及 提示 | 


(7) 收敛 ; (8) 发 散 . 
2. (1) 发 散 ; (2) 收敛 ; (3) 收敛 ; (4) 收敛 ;8 (5) 收敛; (6) 收敛 . 
3. (1) 发 散 ; (2) 收敛 ; (3) 收敛 . 
B 类 题 
1. (1) 发 散 ; (2) 发 散 ; (3) 发 散 ; (4) 收敛 ; (5) 发 散 ; (6) 收敛; 
(7) 收 介 ; (8) 当 w 二 1 时 ,收敛 ; 当 0 二 a 三 1 时 ,发 散 ; (9) 收敛 . 
2. 一 4. 上 略 . 
习题 5.3 
A 类 题 
1. (1) 收敛 ; (2) 收敛 ; (3) 收 敏 ; (4) 发 散 . 


2. (1) 收 但 ,条 件 收 敛 ; 《2) 收敛 ,绝对 收敛 ; 《3) 收敛 ,绝对 收敛 ; (4) 发 散 ; 


(5) 收敛 ,绝对 收敛 ; (6) 收敛 ,绝对 收敛 ; 《7) 收敛 ,绝对 收敛 ; 
(8) 收敛 ,绝对 收敛 . 
B 类 题 
1. (1) 收敛 ,条 件 收 全 ;8 (2) 收敛 ,条 件 收 敛 ; (3) 收敛 ,绝对 收敛 ; 
(4) 发 散 ; (5) 发 散 ; 
(6) 当 0 二 a 二 1 时 ,级 数 收 但 , 绝 对 收敛 ; 当 a 之 1 时 ,级 数 发 散 ; 当 w 一 1 时 ， 
车 ;1, 级 数 绝对 收敛 ,车 0 二 s 世 1, 级 数 条 件 收 敛 . 
2. 收敛 . 
3. 略 . 
习题 5.4 
A 类 题 
1. (1) (一 ce, 十 co); (2) (一 1,1); (3) (一 1,1];， (4) (一 co ,十 co); 
(5) (一 5 ,V5);， (6) (一 3 ,V3); (7) (0,2); (8) [0,8). 


= lnl+tz 一 _1 十 工 
2. (1) SCz) = FIn (|z|<D; (2 SCz) = 0 


i= 
B 类 题 
1. 级 数 在 工 一 2 处 收敛 ,在 工 一 7 处 发 散 . 
2. /RR 
3. 略 . 
习题 5.5 
A 类 题 


《| 元 | 二 一: 


Sm SN Cn2)”， 
本 0 2 机 DTICER 且 z 关 0); (2) 忆 (rE R); 


(3) ln3 十 》 (—D™ 二 他) cs < xz 委 3); 


n=1 
(20) 
(2n)!1 


(4) 于 十 去 局 1 (x € R); 


居于 Te 


(5) (—1)" 5 <r< 5); 
(6) 0 
35 C9 人 喜 下 2) 


(8) 六 (一 D"zsr (一 1 天 工 二 1). 


n=0 
2. D3 Dr 人 1 二)c 5)"(4 < 工 <6)， 
n=0 
忆 1 和 
3. > ) (一 1)” ee Dh 
n=0 
4. 1.649. 
B 类 题 


-2 DPD". 


2. 7 (S31) < = 型. 
n=1 
3 i -hn(1- 持 ]4<z<b (2) ln2. 
人 
加 + 之 ea 
5. 0.0052. 
习题 5.6 
A 类 题 
a ed a nl x 
1 XL [到 人 十 1 > | “ ]eosnz + 
i a 天 Ss ntl 
1>)| a Jsinnz co<r<+o,r kn). 
1 了 人 ( _ 二 )}-is 
(2) t+ (Zeosr + sinz| 2 Sin2z - S37 十 3 sin3z 4 Sintz 
t 村 cos5z 十 sin5 | …( 一 ce 二 工 < 十 co, 蒂 天 0, 士 r, 士 3r,…) 
(3) :> i Ee De 5 宙 动 3 全 D"cosnr (—x<r<n). 
n=1 7 
2. (1) RE …] (0 二 x 二; 余 东 


级 数 也 +1 4 {cose + 让 cos3e t 寺 eos5z + ]0 Se. 


(2) 余 副 级 数 t 二 3 一 上 了 ) cg 一 iycos(2k 一 Dz(0 x 过. 
一 


人 习题 答案 及 提示 


4 [Se COS3AT | COS5AZ ， …] 


请 


和 实 至 BS 


4 a WE 
总 C1 se 2 1) [a + sin 3 | 2<=z<2). 


Ra 2 nn 
os 中 十 1 
下 “下 2 
(2) 余弦 级 数 f(x) 一 二 之 GR < 
:NNAT 
二 二 这 
正 改 级 数 f(x) 一 未 2 (一 1D)" x1<zr<2). 
n=1 
复习 题 5 
lL Cid Co se RE 
(一 了 一 2 
2 (DE (2) ai (3) sa: (4 [1,3); 


(5) 2 (1 (tz—17(0< ri 2 


n=0 


3. (1)B; (2)D; (3)C; (4)D; (5)B. 
4. (1) 收敛 ;8 (2) 收敛 ; (3) 发 散 ; (4) 发 散 ; (5) 收敛 ; (6) 收敛 . 
5. (1) 绝对 收敛 ; (2) 条 件 收敛 ; (3) 绝对 收敛 ; (4) 条 件 收敛 . 


6. GDR= 村 ,[- 去 二 (2) R=2,[—2,2]; (3) R=2,[—1,3); 


(4) 及 一 V2,( 一 2,V2); (5) R=1,[—1,1]; (6) R=1,[—1,0). 


2 
7. GD -nd+aDze Cb]: Ene (1). 
人 2nm 十 1 
人 去) rl 
8 DOOD mFn ZT sD (合十 oo) 


ey nt 
ee 3 Dj CD. 
n=0 


nl 


9. (1) 2) (z 一 1)",zE (0,2); 


n=0 
Ca 2 (让 -过 Je-2"， zE (一 2,6). 
所 
i0..% 
11. 一 12. 略 
2 ;, I 
Wa: 2 i < 
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